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�	 ����� 
��� ���� , 	�.	�
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)�� x �� � ���	��� ������ ��! �� y �� �� 	����	��� �������
���� x + y 	
 �� 	����	��� �������

������ �	��� x 	
 ���	���� x = a
b
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��� 	������
 a ��! b�

b �= 0� ��..�
� ���� x + y 	
 ���	���� 6��� x + y = c
d
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��� 	������
 c ��! d� d �= 0� �� a
b

+ y = c
d
� ��

y = c
d

− a
b
� �� y = bc−ad

bd
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�	! �� �� �� �"�����
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 ��	���� x ∈ X� (� x 	
 ��� �� ������ �� X
�� ��	�� x /∈ X� (� x ��! y ��� ������
 �� X� �� ��	��
x ∈ X ��! y ∈ X �� �?�	-����� x, y ∈ X�
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)�� X = {0, 1, 2}� 6�	
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 ����� ������
� (�
 �����
������
 ��� ��� ������
 �� *� ��! �� 0, 1, 2 ∈ X� 3 /∈ X�
��� /∈ X� ��! 2.012 /∈ X�

	�� ���������

��..�
� �� ��-� ��� 
��
� A ��! B� ��..�
� �-��� ������
�� A 	
 �� ������ �� B� 6��� �� 
�� ���� A 	
 � ��/��� ��
B 3�� A 	
 ��������$ 	� B4� �� ��	�� A ⊂ B�

	�� ��������

=�� ��� ��
� �� ��� ���%� �� R C ��� 
�� �� � ��� ������
�
Z C ��� 
�� �� � 	������
� N C ��� 
�� �� � .�
	�	-� 	������
�
Q C ��� 
�� �� � ���	��� ������
�

	� �������

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R

	�� ��������

=�� ��� ��
� �� ��	
 ���% ∃ ����
 >����� �8	
�
7 ��! ∀ ����

>��� �7�

	�� ���������

)�� A �� ��� 
�� �	�� �� ������
� 6��� A 	
 ���! ���
��!�# ���� 6�� ��.�� 
�� 	
 ����� !�����! φ�
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1��� (� 1��	�	����  ����	� *0

	�� �������

)�� A = {x ∈ R; x + 2 > −2 ��! x + 3 < −5}

���	
� A = φ

������ ,

��� ���� A �= φ� 6��� ∃ t ∈ A�
�� t + 2 > −2 ��! t + 3 < −5�
�� t > −4 ��! t < −8�
6�	
 	
 ��! 
	��� ����� 	
�7� ��� 
��� t ∈ R�
�� ��� �

��.�	�� ���� A �= φ ��
 �! �� � ������!	��	���
�� A = φ�

	��� ������

)�� X �� ��� 
���

���	
� φ ⊂ X

������ ��..�
� ���� φ 	
 ��� �����	��! 	� X� 6��� ����

∃ x ∈ φ 
��� ���� x ∈ X� �� ∃ x ∈ φ� ��� ����� 	
 �� x ∈ φ�
�� ��� �

��.�	�� ���� φ 	
 ��� �����	��! 	� < 	
 ��
�� ��
φ ⊂ X�

	��� �������

)�� X = {0, 1}� 6��� φ ⊂ X 3�� ��*�4� ��� φ /∈ X� X
��
 ��� ��� ������
� ��� ������
 � ��! *� φ 3���� �	��
�-��� ����� 
��4 	
 ��� �� ������ �� X�
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)�� X = {φ, 0}� 6��� φ ⊂ X �� ��*�� < ��
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�� φ� �� φ ∈ X ��! 0 ∈ X�
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 ������
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)�� A ��! B �� 
��
�

6��� A
⋃

B = {x; x ∈ A �� x ∈ B}�
6�	
 	
 �������! �� �
 ��� ����� �� , ��! �� �� , ��	�� ��

6��� A
⋂

B = {x; x ∈ A ��! x ∈ B}�
6�	
 	
 �������! �� �
 ��� ����%������� �� , ��! �� �� ,
	����
��� ��

	��� �������

Q
⋂

Z = Z� Q
⋃

Z = Q� Z
⋂

N = N� Z
⋃

N = Z�

	�� �������

(� A = {1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .} ��! B = {0, 1, 2, 3, 4, 5} ����
A

⋂
B = {1, 2, 3, 5} ��! A

⋃
B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 13, 21, . . .}
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(� ��*# �� !	! ��� 	
� �-��� ������ �� A� A ��! �� 	�;�	��
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� ��! �� !�
��	��! ���� 	� � ��� ��
��.�! ��
 ����� ,������ .�

	�� ��� �� !�
��	�� ��� 
���

�� A ���! ��-� ���� ��� ����	��� )�� n1 = 1� )�� n2 = 2�
=�� ���� 	������ i ≥ 3� �� �i C �i−1 D �i−2� 6��� !�;��
A = {nk; k ∈ N}� �����-�� ��� ��
� !�
��	�� � 
���
��� 
���! ����
� � ��� �� �������� !�
��	�� ��� ������

	� � 
��� ����	
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)�� A ��! B �� 
��
� A = B ����
 A ⊂ B ��! B ⊂ A�

	��� �������

)�� A = {���� !��}� B = {.������ !��}�
A

⋂
B = {!��}

A
⋃

B = {���� !��� .�����}

���	
� {���� !��� .�����} C {���� !��� .������ ���}
������ )�� ��� 
�� �� ��� ��� ���! 
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	�� ��
)E�� )�� ��� 
�� �� ��� �	��� ���! 
	!� �� ��� �?��
 
	�� ��
FE��

)E� ⊂ FE��
�-��� ������ �� )E� 	
 �� ������ �� FE�� �� )E� ⊂ FE��
FE� ⊂ )E��
�-��� ������ �� FE� 	
 �� ������ �� )E�� �� FE� ⊂ )E��
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)E� C FE��
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)�� X ��! A �� 
��
� G�;�� X −A = {t; t ∈ X ��! t /∈ A}�
X − A 	
 ���! ��� ���!"����� �� A 	� X�

	�	� �������

{0, 1} ⊂ R

R − {0, 1} = (−∞, 0)
⋃

(0, 1)
⋃

(1,∞)� �����
(−∞, 0) = {x ∈ R; x < 0}�
(0, 1) = {x ∈ R; 0 < x < 1} ��!
(1,∞) = {x ∈ R; x > 1}�

	�		 �������

)�� A = {x ∈ R; 0 ≤ x < 1}� B = {x ∈ R, 1
2
≤ x ≤ 3}

�� ��� �
� ��	�� ��	
 A = [0, 1), B = [1
2
, 3]�

���	
� A
⋂

B = [1
2
, 1)�

������ )E� ⊂ FE��
)�� x ∈ A

⋂
B�

6��� x ∈ A ��! X ∈ B�
�� 0 ≤ x < 1 ��! 1

2
≤ x ≤ 3�

�� x ≥ 0, x ≥ 1
2
, x < 1, x ≤ 3�

�� x ≥ 1
2
��! x < 1� �� x ∈ [1

2
, 1)�

��

1��� (� 1��	�	����  ����	� �5

FE� ⊂ )E��
)�� x ∈ [1

2
, 1)�

6��� x ≥ 0 ��! x < 1� �� x ∈ A�
,�! 
	��� x ≥ 1

2
��! x ≤ 3, x ∈ B�

�� x ∈ A
⋂

B�
3��� ��� �� !���H4

	�	
 �������

)�� B = R − Q 3��� 
�� �� 	����	��� ������
4�
Q

⋃
B = R ��! Q

⋂
B = φ

	�	� ��� ���

)�� X = N, A = {2, 4, 6, 8, . . .}
���� 	
 X − AH G�
��	�� ��	
 
�� 	� ����� !	������ ���
�

	�	� ��� ���

)�� A ��! B �� !�;��! �
 	� ����� ���� A
⋃

B = [0, 3]�

	�	 ���������

(� X ��
 �8���� n ������
 ��� 
��� n ∈ N
⋃{0}� ���� ��


�� X 	
 '���� �

	�	� �������

{0, 1, 2, 10} 	
 ;�	�� 3�	�� + ������
4�
R ��! N ��� ��� ;�	�� 3���H4�
φ 	
 ;�	�� 3�	�� � ������
4�
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	�	� ���������

(� � 
�� X 	
 ��� ;�	��� ���� �� 
�� ���� X 	
 ��'���� �

	�	� �������

R ��! N ��� 	�;�	���

	�
� ������

���	
� 6�� ���.����� �� � ��	�� �� 
��
 	
 ��� 	����
���	��
�� ��� ���.�����
 �� ���
� 
��
� 3G� �����4

������ )E� ⊂ FE�� )�� x �� 	� ��� ���.����� �� � ��	��
�� 
��
� 6��� x 	
 ��� 	� ��� ��	�� �� ���
� 
��
� �� x 	
 ���
	� ��� �� ��� 
��
� ��� ��� �-��� 
��� x 	
 	� 	�
 ���.������
�� x 	
 	� ��� 	����
���	�� �� ��� ���.�����
 �� � ��� 
��
�

FE� ⊂ )E��
)�� x �� 	� ��� 	����
���	�� �� ��� ���.�����
 �� ��� 
��
�
6��� x 	
 	� ��� ���.����� �� ���� �� ��� 
��
� ��� x 	
 ���
	� ��� �� ��� 
��
� �� x 	
 ��� 	� ��� ��	�� �� ��� 
��
� �� x
	
 	� ��� ���.����� �� ��� ��	�� �� ��� 
��
�

	�
� ��� ���

���� ���� ��� ���.����� �� �� 	����
���	�� �� 
��
 	
 ���
��	�� �� ��� ���.�����
 �� ���
� 
��
� 3G� �����4
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	�
	 ������

)�� A ⊂ X�

���	
� X − (X − A) = A�

������ )�� x ∈ X−(X−A)� 6��� x ∈ X ��! x /∈ X−A� 
�
x ∈ A� )�� x ∈ A� 6��� x /∈ X − A� �	��� A ⊂ X, x ∈ X�
�� x ∈ X − (X − A)� 3��� ��� �� !���H4

	�

 ��� ���

)�� A� B� ��! C �� 
��
�
���� (A

⋂
B)

⋃
C = A

⋂
(B

⋃
C) ⇐⇒ C ⊂ A�

������ =⇒
��..�
� (A

⋂
B)

⋃
C = A

⋂
(B

⋃
C)� �� ���� �� 
��� ����

C ⊂ A� ��� �� x ∈ C� �� ���� �� 
��� ���� x ∈ A� �	���
x ∈ C� x ∈ (A

⋂
B)

⋃
C� �� x ∈ A

⋂
(B

⋃
C)� �� x ∈ A�

⇐= ��..�
� C ⊂ A�
�� ���� �� 
��� 3A

⋂
B)

⋃
C = A

⋂
(B

⋃
C)�

)E� ⊂ FE��
)�� x ∈ (A

⋂
B)

⋃
C� 6��� x ∈ (A

⋂
B) �� x ∈ C�

��
� *� x ∈ A
⋂

B
6��� x ∈ A ��! x ∈ B� �	��� x ∈ B, x ∈ B

⋃
C� ��

x ∈ A
⋂

(B
⋃

C)�

��
� �� x ∈ C�
6��� x ∈ B

⋃
C� �	��� C ⊂ A, x ∈ A� �� x ∈ A

⋂
(B

⋃
C)�

�� �� ��-� 
���� ���� ���� �� 
�..�
� C ⊂ A,
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(A
⋂

B)
⋃

C ⊂ A
⋂

(B
⋃

C)�

6���� 	
 ��� ��	�� ��� �� 
��� . . . ���	�� ���� ���� 	
� ��!
���� 
��� 	��

�#

������� �

���������


�� ���������

)�� A ��! B �� 
��
� , )������� f ���� A �� B 	
 � ���
���� �

	��
 �� �-��� a ∈ A .���	
�� ��� b ∈ B� A 	

���! ��� $����� �� f ��! B 	
 ���! ��� ��$����� �� f �
���� f �

	��
 a �� b� �� 
�� ���� f(a) = b� �� ���! ��	

>� �� � �?��
 �7�


�	 �������

)�� f(x) = x + 2 ∀ x ∈ R�

���	
� f 	
 � �����	�� ���� R �� R�

������ )�� x ∈ R� f(x) = x + 2� x + 2 ∈ R� ,�! �����
	
 ��� ��� ������ 	� R ���� 	
 �?�� �� x + 2� �� f 	
 �
�����	�� ���� R �� R�

����	�� � �����	�� ���� 	
 � �����	�� 	
 ����� ���! 
���	��
� �����	�� 	
 ��/!�;��!�

�'
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�
 ��������

)�� A ��! B �� 
��
� (� �� ���� �� 
�� >� 	
 � �����	�� ����
, �� �7� �� �	 ����� ��	�� f : A −→ B� �� 	� 5�� �� ���
.����!	�� .���� f : R −→ R�


�� �������

, �����	�� f : A −→ B ��� �

	�� ��
 �� !	������ ��/
����
 �� A �� ��� 
��� ������ �� B� =�� �8��.�� ��
f : Z −→ {0, 1, 2, 3}� ����� f(x) = 1 ∀ x ∈ Z� f ���� 	
 �
�����	��� �-��� ������ �� Z ���
 �

	���! �� �8���� ��� �/
����� 	� {0, 1, 2, 3}� ,�! ��
 �� 	������
 ��� ��	�� �

	���!
�� ��� 
��� ��	��� ���� �����	��
 �

	�� �-��� ������ ��
��� !���	� �� � !	������ ������ �� ��� ��!���	� . . .


�� ���������

)�� A ��! B �� 
��
� ��! �� f : A −→ B� �� 
�� � 	

�	� 3���! I��� �� ���I4 �� ��6����7� ���� f(x) = f(y)
	�.	�
 x = y� J�� �?�	-������ ���� 8 �= � 	�.	�
 ����
f(x) �= f(y)�


� �������

)�� f : Z −→ R, f(x) = 2x�

���	
� f 	
 */*�

������ ��..�
� f(x) = f(y)� f(x) = 2x ��! f(y) = 2y� ��
2x = 2y� �� x = y� �� f 	
 */*�

��

1��� (� 1��	�	����  ����	� �0


�� �������

)�� X = {x ∈ R; x ≥ 0}� )�� f : R −→ X, f(x) = x2�

���	
� f 	
 ��� */*�

������ f(1) = 1 = f(−1)� ��� 1 �= −1� �� f 	
 ��� */*�


�� ������

(� ��� !�;�	�	�� �� � �����	�� �� ��?�	��! �-��� ������ 	�
��� !���	� �� �� 
��� �� �� ������ �� ��� ��!���	�� E��/
�-��� �� !	!�7� ��?�	�� ���� �-��� ������ 	� ��� ��!���	�
��� �� ������ �� ��� !���	� �

	���! �� 	�� =�� �8��.��
�� f : {0, 1, 2} −→ {0, 1, 2}, f(x) = 0 ∀ x ∈ {0, 1, 2}� 6���
f 	
 � �����	��� ��� ��� �-��� ������ �� ��� ��!���	� ���

�� ������ �� ��� !���	� �

	���! �� 	� 3��� �8��.�� �����
	
 �� t ∈ {0, 1, 2} 
��� ���� f(t) = 14� ���� �����	��
 �

	��
�� ������ �� ��� !���	� �� �-��� ������ �� ��� ��!���	��


�� ���������

)�� A� B �� 
��
 ��! f : A −→ B� ���� ∀ b ∈ B ∃ a ∈ A

��� ���� f(a) = b� �� 
�� ���� f 	
 ���� � �?�	-������ ��
��� 
�� f 	
 ��%6����7� �


��� �������

���	
� 6�� �����	�� f 	� 5�� 	
 �����

������ )�� y ∈ R� 6��� y − 2 ∈ R�
,�! f(y − 2) = (y − 2) + 2 = y� �� f 	
 ����� 3��� ��� ��
!���H4

�0
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��� �������

���	
� 6�� �����	�� f 	� 5�+ 	
 ��� �����

������ 2 ∈ {0, 1, 2, 3}� ,�! ����� 	
 �� x ∈ Z 
��� ����
f(x) = 2� �� f 	
 ��� �����


��	 ������

��..�
� ��� ��-� � �����	�� f : A −→ B�
(� f 	
 */*� ��� �	��� ��	�% �� A �
 �� ��
� �
 >�	�7 �
 B�
(� f 	
 ����� ��� �	��� ��	�% �� B �
 �� ��
� �
 >�	�7 �
 A�
��� 5��' �� .��� 5" ��� �� �8��.� �� ��� ���� 
���! ��
��%�� 	� ��	
 	����.�����	���

���� .��.� ��� �8�	��! ����� �����	��
 ���� ��� ���� 	�9��/
�	-� ��! 
��9���	-��


��
 ���������

)�� f : A −→ B� )�� � �� 	�9���	-� ��! 
��9���	-�� 6��� ��

�� ���� � 	
 /�6����7� � �� �� f � /�6������ ���� A �� B
�� ���� A ���� B�


��� �������

)�� f : {0, 1} −→ {0, 1} ����� f(0) = 1 ��! f(1) = 0�

���	
� f 	
 �	9���	-��

������ f 	
 ���� */* ��! �����
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��� �������

)�� f : Q −→ R, f(x) = x�

���	
� f 	
 */*� ��� ��� �	9���	-��

������ f 	
 */*�
��..�
� f(x) = f(y)� f(x) = x ��! f(y) = y� �� x = y�

f 	
 ��� �����√
2 ∈ R� ��� ����� 	
 �� x ∈ Q 
��� ���� f(x) =

√
2� ���H

��..�
� ���� ����� 	
 
��� �� x� 6��� f(x) = x =
√

2� ���
�� ��	� ����

√
2 /∈ Q�

�

��
√

2 /∈ Q

����� �� �

�� ��..�
� ����
√

2 ∈ Q� 6��� ��� 
���
x, y ∈ Z�

√
2 = x

y
� ����� x �= 0 ��! x

y
	
 ��	���� 	� ��/

�
� ����
 3���� 	
� 8 ��! � ��� ����	-�� .�	��4�

��
√

2
2

= x
y

2�

�� 2 = x2

y2 �

�� 2y2 = x2� 6�� 
?���� �� �� �!! ������ 	
 �!!� ��! 2y2

	
 �-��� �� x ��
� ��� �� �!!� 6��� 	
� x 	
 �-���
�� x = 2t ��� 
��� t ∈ Z� �� 2y2 = x2 = (2t)2 = 4t2�
�� �� ��-� 2y2 = 4t2�
�� y2 = 2t2�
�	��� ��� 
?���� �� �� �!! ������ 	
 �!!� ��! 
	��� y2 	

�-��� y ��
� �� ��� �!!� 6��� 	
� y 	
 �-���
�� x ��! y ��� �-��� ��� �� �

���! ���� x ��! y ��� ��/
��	-�� .�	��� �� ��	
 	
 � ������!	��	�� �� ��� �

��.�	��
����

√
2 ∈ Q� ��

√
2 /∈ Q�

J�� �

��.�	�� ���� ∃x ∈ Q 
��� ���� f(x) =
√

2 ��
 �! ��
� ������!	��	��� �� ����� 	
 �� 
��� x� �� f 	
 ��� �����

5*
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�� ���������

)�� A� B� ��! C �� 
��
 ��! f : A −→ B ��! g : B −→ C�
6��� �� ��� !�;�� h = g ◦ f � h : A −→ C �	�� h(x) =
g(f(x)) ∀ x ∈ A� 6��� 	
� �� ��%� x ∈ A� �� �
� f ��

��! 	� �� f(x) ��	�� 	
 �� ������ �� B� 6��� �� ��%� ��	

������ �� B� f(x)� ��! �� �..� g �� 	� ����	�� g(f(x))�
�� 
�� h 	
 g ���!���$ �	�� f �� ��� ���!������� �� g
�	�� f �


��� �������

)�� f : Z −→ Q� g : Q −→ X ����� X = {x ∈ R; x ≥ 0}�
)�� f(x) = x ∀ x ∈ Z� ,�! �� g(x) =

√
x ∀ x ∈ Q�

)�� h = g ◦ f �
6��� h(2) = g(f(2)) = g(2) =

√
2�

h(16) = g(f(16)) = g(16) =
√

16 = 4�


��� ���������

)�� f : A −→ A� ���� f(x) = x ∀ x ∈ A� �� 
�� ���� f
	
 ��� �$�����# �� A� �� �	 
����	��
 ��	�� f = idA ��
f = id : A −→ A�


��� ���������

)�� f : X −→ Y ��! g : X −→ Y � �� 
�� ���� f = g ����
f(x) = g(x) ∀ x ∈ X�
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�	� ���������

)�� f : A −→ B� g : B −→ A� )�� h = g ◦ f � ��! j = f ◦ g�
$��� ���� h : A −→ A ��! j : B −→ B� ���� h = idA

��! j = idB� �� 
�� ���� f 	
 ��� ��7�%�� �� g� ��! g 	
 ���
	�-��
� �� f � 6��� 	
� f = g−1� 6�� �
� �� ��� .���
� >���
	�-��
� ��7 	
 �%� �����
� ��� 	�-��
� �� � �����	�� 	
 ��	?���

$��� ���� 	� f = g−1� ���� �� �������	��� ��-� g = f−1�

�� 
�� ���� f ��! g ��� 	�-��
�
 �� ���� ������


�	� ������

)�� id : X −→ X�

���	
� id−1 = id

������ id(id(x)) = id(x) = x ∀ x ∈ X� �� id 	
 	�
 ���
	�-��
��


�		 �������

)�� A = {x ∈ R; x ≥ 0}
)�� f : A −→ A, f(x) =

√
x ∀ x ∈ R�

)�� g : A −→ A, g(x) = x2 ∀ x ∈ R�

���	
� f = g−1

������ f(g(x)) = f(x2) =
√

(x2) = x
g(f(x)) = g(

√
x) = (

√
x)2 = x
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�	
 ������

)�� f : X −→ Y �

���	
� f−1 �8	
�
 	� ��! ��� 	� f 	
 �	9���	-��

������ =⇒ ��..�
� ∃ f−1 : Y −→ X�
f 	
 �����
)�� y ∈ Y � 6��� f−1(y) = x ��� 
��� x ∈ X� 
	��� f−1

	
 ��/!�;��!� ,�! f(x) = f(f−1(y)) = (f ◦ f−1)(y) =
idY (y) = y�

f 	
 */*�
)�� f(x1) = f(x2)
6��� f−1(f(x1)) = f−1(f((x2))
(f−1 ◦ f)(x1) = (f−1 ◦ f)(x2)
��� f−1 ◦ f = idX �
�� �� ��-� id(x1) = id(x2)�
�� x1 = x2�
�� �� ��� ��-� � 	
 �	9���	-��

⇐=
)�� f : X −→ Y �� � �	9���	���
�� ���� �� ���
����� f−1� )�� y ∈ Y � 6��� ∃ x ∈ X 
���
���� f(x) = y� 
	��� f 	
 ����� �	��� � 	
 */*� �� %��� ��	

x 	
 ��	?��� �� ��� ���� y ����� 	
 �8���� ��� x 
��� ����
f(x) = y� ,�! ����7
 ���!�

=�� ���� y ∈ Y � ����
� ��� ��� x ∈ X 
��� ���� f(x) = y�
��! �� f−1(y) = x� �� ��-� !�;��! ��� �����	�� f−1� ��
�� ��� !����

5+
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�	� ��� ���

)�� X� Y � ��! Z �� 
��
�
)�� f : X −→ Y ��! g : Y −→ Z �� �	9���	-� ��! !�;��
h = g ◦ f � ���� h−1 �8	
�
 ��! h−1 = f−1 ◦ g−1�


�	� ��� ���

)�� f : A −→ B� g : B −→ C� h = g ◦ f �
G��	!� ������� ���� �� ��� ����	�� ���� 
��������
 	
 ����
�� ��
� ��! 
��� ����
*4 (� h 	
 
��9���	-�� ���� f 	
 
��9���	-��
�4 (� h 	
 
��9���	-�� ���� g 	
 
��9���	-��
54 (� h 	
 	�9���	-�� ���� f 	
 	�9���	-��
+4 (� h 	
 	�9���	-�� ���� g 	
 	�9���	-��


�	 ��� ���

)�� f : A −→ B� g : B −→ C� h = g ◦ f �
���� ��� ����	���
*4 (� f ��! g ��� 	�9���	-�� ���� h 	
 	�9���	-��
�4 (� f ��! g ��� 
��9���	-�� ���� h 	
 
��9���	-��
54 (� f ��! g ��� �	9���	-�� ���� h 	
 �	9���	-��


�	� ��� ���

���
����� � �	9���	�� ���� [0, 1] �� (0, 1)�
E	��� )�� A = {1

2
, 1

3
, 1

4
, 1

5
, . . .} ��! ��B = {x; x ∈ (0, 1)−A}�

���
����� � �����	�� f ����� f(b) = b ∀ b ∈ B� ��!
f( 1

n
) = 1

n+2
∀ n ∈ {2, 3, 4, 5, . . .}� K�� 
���! ���� !�;��

f(0) ��! f(1) 	� � �
��� ���� ��! 
��� ���� f 	
 	�!��! �

5"
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�	9���	���

6�	
 �	-�
 � ���
�� ��� �� 
���! �� ������ �
	�� ��� ���!
I�	�I ��� 	�;�	�� 
��
 	� ��� ������ 	� 	
 �
�! 	� 5�*� ��
.��� 5�� ���H


�	� ��� ���

)�� f : A −→ A� g = f ◦ f � ��! g 	�9���	-�� ���� f 	

	�9���	-��


�	� ��� ���

)�� id : X −→ X� ���� id 	
 �	9���	-��


�
� ���������

)�� A ⊂ X, f : X −→ Y � G�;�� f(A) = {y ∈ Y ; y = f(x)
��� 
��� x ∈ A}� �� 
����	��
 �� f(A) ��� ����� �� A
��!�� f �

)�� B ⊂ Y � G�;�� f−1(B) = {x ∈ X; f(x) ∈ B}� ��

����	��
 �� f−1(B) ��� ��7�%�� ����� �� B ��!�� f �

$��� ���� f−1(B) �8	
�
 �-�� ���� �� �����	�� f−1 �8	
�
�


�
� �������

G�;�� f : R −→ {−1, 1}� f(x) =

{
−1 ��� x ≤ 0

1 ��� x > 0

5#

1��� (� 1��	�	����  ����	� 5'

$��� ��	
 	
 ���! �
 f(x) 	
 /* ��� x �

 ���� �� �?�� �� ��
��! f(x) 	
 * ��� x ������� ���� ��

f([−2, 1]) = {−1}

f([−1, 0.1)) = {−1, 1}

f−1({−1}) = (−∞, 0]

f−1({1}) = (0,∞)

5'



5� 6�.���� ��! ��� )������� ��  �������	�


5�

������� �

 !��

(� 	
 
������ ��������!�! ���� ��� !� ��� ����	��� �� ���
��8� .��� ���	 ��� ����	�� �8�� 	
 ��
��

*4
G�;�� x ∈ Z �� �� �!! 	� x = 2t + 1 ��� 
��� t ∈ Z�
G�;�� y ∈ Z �� �� �-�� 	� x = 2t ��� 
��� t ∈ Z�
���� � �� ��� ����	���
6���� 	
 �� 	������ ���� 	
 ���� �-�� ��! �!!�
6�� 
�� �� ��� �!! 	������
 	
 �-���
6�� 
�� �� ��� �-�� 	������
 	
 �-���
6�� 
�� �� �� �!! 	������ ��! �� �-�� 	������ 	
 �!!�
6�� 
?���� �� �� �!! 	������ 	
 �!!�
6�� 
?���� �� �� �-�� 	������ 	
 �-���

�4 )�� A ⊂ B� ���� ���� A
⋂

B = A ��! A
⋃

B = B�

54 )�� X �� � 
��� ���� ���� φ
⋂

X = φ ��! φ
⋃

X = X�

+4 ����� ��� �����	��
 �� ��� ����	�� ��� 
��������
�
�4 6���� ��� �� x7
 	� Y 
��� ���� X 	
 ���� ��� ��� �����
�4 , x7
 ��� �����

50
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"4 G�;�� X = {0, {0}, 1}� ��	�� �� ���
� ��� ������
 �� X
�4 {1}
�4 φ
�4 X

#4 )�� f �� !�;��! �
 	� 5�*" �� .��� 5*� �� 
����! f 	

��� �	9���	-�� ��	�� �� ��� ����	�� �8	
�
�4 f−1(Q)
�4 f−1(R − Q)
�4 f−1({2})
!4 f−1({√2}

+�

���� ��

"�#������ �$ %������

+*



������� �

%������

��� ���������

)�� X �� � 
��� , ��!�"��# �� X 	
 � 
�� T ���
� ������

��� 
��
��
 �� X ��-	�� ��� ����	�� ����� .��.���	�
�

*4 φ ��! X ��� �.��
�4 @	-�� ��� �����	�� �� �.�� 
��
� ���	� ��	�� 	
 �.��
54 @	-�� ��� ��� �.�� 
��
� ���	� 	����
���	�� 	
 �.��

���� ������ �� T ���! �� �!�� 
���

���� �� ��-� � 
�� X ��! � ��.���� T �� X� �� �� (X, T )
� ��!�"�����" �!��� �� 
	�.� � �!��� � �� 
�� ���� X
	
 �?�	..�! �	�� ��� ��.���� T � ���� 	� 
���! ���
� ��
�����
	��� �� �	 
����	��
 9�
� 
�� X 	
 � 
.��� 3��	��	��
���	�� ��� ��.����4�

6�� !�;�	�	�� �� � ��.���� ��� 
��� � �	� ��%���!� ��
�	 !� ��
 �� �8��.�
 �� ��� �� ��%� !��	�� �	�� 	� ��
��

+5



++ 6�.���� ��! ��� )������� ��  �������	�


��	 ��������

)�� (X, T ) �� � 
.����

6�� ����	�� � ���� ��� 
��� ��	���
*4 U 	
 �� �.�� 
�� 	� ��� ��.���	�� 
.��� (X, T )
�4 U ∈ T

,�!� 	� ��� ��.���� T 	
 ��!��
���!�
54 U 	
 �.�� 	� X
+4 Uopen ⊂ X

,�!� 	� ���� ��� 
�� X ��! ��� ��.���� T �� 	� ��� ��!��/

���!�
"4 U 	
 �.��

��
 �������

)�� X �� � 
��� )�� T = {φ, X}

���	
� (X, T ) 	
 � ��.���	�� 
.����

������ *4 φ, X ∈ T �

�4 , �����	�� �� �.�� 
��
 �	���� 	���!�
 X �� !��
 ���� (�
	� 	���!�
 X� ���� ��� ��	�� �� ��	
 �����	�� 	
 X� ��	��
	
 �.��� (� 	� !��
 ��� 	���!� X� ���� �-��� ������ 	� ���
�����	�� 	
 φ� ,�! ��� ��� ��	�� 	
 φ� ��	�� 	
 �.��� �� ���
��� �����	�� �� �.�� 
��
� �� ��-� 
���� ���� ���	� ��	��
	
 �.���

54 )�� U1, U2 ∈ T �

++

1��� ((� G�;�	�	�� �� 6�.���� +"

��
� *� U1 �� U2 = φ
6��� U1

⋂
U2 = φ� ��	�� 	
 �.���

��
� �� U1 ��! U2 �= φ�
6��� U1 = U2 = X� ,�! U1

⋂
U2 = X� ��	�� 	
 �.���

�� (X, T ) 	
 � ��.���	�� 
.����

��� ���������

���� � 
�� X 	
 �?�	..�! �	�� � ��.���� T ��! ��� ��/
����
 �� T ��� .���	
�� φ ��! X 3�
 	� *�54� T 	
 
�	! �� ��
��� ��$���%��� ��!�"��# �

$��� ���� �� ��-� 9�
� ����! � ��� �� ���� ��� 
�� 	��� �
��.���	�� 
.���� 6�� 
�� X �	��� ��-� ������
� �� ���
�
�� ����	��
 �
 ������
� (� !��
�7� ������� �� ��� ��-� �
��� �� ���� ��� 
�� 	��� � 
.����

��� �������

)�� X �� � 
��� ��! �� T = {U ; U ⊂ X}�
(� ����� ���!
� �� �-��� 
��
�� �� X �� �.�� 	� X�

���	
� T 	
 � ��.���� �� X�

������ *4 φ ⊂ X� 
� φ 	
 �.���
X ⊂ X� 
� X 	
 �.���

�4 )�� {Xα} �� � �����	�� �� �.�� 
��
 �� X� ���� Xα 	

�����	��! 	� X� �� ��� ��	�� �� ���
� 
��
 	
 �����	��! 	�
X� ��! ���
 �.�� 	� X�

+"
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54 )�� U1, U
open
2 ⊂ X� U1

⋂
U2 ⊂ X� �� U1

⋂
U2 	
 �.�� 	�

X�

�� ���������

���� � 
��X 	
 �?�	..�! �	�� � ��.���� T ��! �-��� 
��
��
�� X 	
 �� ������ �� T 3�
 	� *�"4� ���� �� 
�� ���� X ��

��� $���%��� ��!�"��# �

��� �������

)�� X = {0, 1}� )�� T = {φ, {0, 1}, {0}, {1}}�
T 	
 ��� !	
����� ��.���� �� X� J� �?�	-������ (X, T ) 	

!	
������

��� ���������

)�� (X, T ) �� � 
.���� ���� x ∈ Uopen ⊂ X 3���� 	
� x ∈ U
��! Uopen ⊂ X4� ���� �� 
�� U 	
 � ����*/�%*��$ �� x�

��� �������

)�� < C {0, 1, 2}� )�� T = {φ, {0, 1, 2}, {0, 1}, {1, 2}}�

���	
� T 	
 ��� � ��.���� �� X�

������ {0, 1} ��! {1, 2} ��� �.��� {0, 1}⋂{1, 2} = {1}
��	�� 	
 ��� �.��� �� (X, T ) 	
 ��� � ��.���	�� 
.����

+#

1��� ((� G�;�	�	�� �� 6�.���� +'

���� ��� ���

)�� X = {0, 1, 2}� )�� T = {φ, {0, 1, 2}, {0, 1}, {1, 2}, {1}}�
���� (X, T ) 	
 � 
.����

���� ���������

)�� (X, T ) �� � 
.���� ���	�� x 	
 � !���� �� X 	
 �?�	-����
�� 
��	�� x ∈ X�

���	 ��� ���

)�� X = {A�
��� )�%�} E�� ���� !	������ ��.���	�
 ���
����� �� <H ��..�
� �� ��%� � 
�� K ���� ��
 ��� ������
�
��� ��� ������
 ��� ��� ����

��	� A�
�� ��! )�%�� E��
���� !	������ ��.���	�
 ��� ��� .��� �� ���� 
��H

���
 ��� ���

)�� X = {��� ����% ����� π� ��� ������ ��.��
����! �� ���
����% ����� π� 5�*}� E�� ���� !	������ ��.���	�
 ��� ��
.���! �� XH

���� ��� ���

(� R� ��� a < b� �� �!�� ����%7�" (a, b) 	
 ��� 
�� �� ���
������
 ������� ���� a ��! �

 ���� b� (� ����� ���!
�
(a, b) = {x; a < x < b}� �� ��?�	�� a < b� (� a ≥ b� ����
(a, b) 	
 ��� !�;��!�

��..�
� ��� ��� �� !�;�� � ��.���	�� 
.��� (R, T ) �����
��� �.�� 
��
 ��� φ� R ��! �-��� �.�� 	����-� (a, b) �����

+'
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a, b ∈ RH (
 (R, T ) 	
 � ��.���	�� 
.���H 3E	��� ��� ��
���
	
 ��4�

+�

������� �

�������� %������ �� R

	�� ���������

F��� ���� 	� *�*+ �� ��� ���	�� .��� �� !�;��! �� �.��
	����-� 	� R�
)�� T = {A; A = φ �� A 	
 � ��	�� �� �.�� 	����-�
 	� R}
6��� �� �� T ��� ����$�%$ ��!�"��# �� R � �� �� 	�
� ��.���� �����
� 	� 	
 ���� ��� �� ���! �� 
��� ���� 	� 	
�
��	�� �� !� ��� . . .

	�	 ������

)�� T �� ��� 
���!��! ��.���� �� R�

���	
� (R, T ) 	
 � ��.���	�� 
.����

������ *4 2�	��
 �� �.�� 
��
 ��� ��	��
 �� ��	��
 �� �.��
	����-�
 ��	�� ��� ��	��
 �� �.�� 	����-�
� ���
 �.���

�4 φ 	
 �.��� ,�! ��� ���� n ∈ N� (−n, n) 	
 �.��� ��⋃∞
n=1(−n, n) 	
 �.�� 3�� *4 ���-�4� (� ���! �� �	�� 	�⋃∞
n=1(−n, n) = R� 6��� �� �	 ��-� 
���� ���� R 	
 �.���

+0
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�

��
⋃∞

n=1(−n, n) = R

����� �� �

�� )E� ⊂ FE��
)�� x ∈ ⋃∞

n=1(−n, n)� 6��� x ∈ (−n, n) ��� 
��� n ∈ N� ��
x ∈ R�
�� x ∈ FE��

FE� ⊂ )E��
)�� x ∈ FE�� 6��� x = 0, x > 0, �� x < 0�

��
� *� (� x = 0� ���� x ∈ (−1, 1) ��! 
� x ∈ )E��

��
� �� (� x > 0� ���� ∃ t ∈ N 
��� ���� t > x� ,�!
x ∈ (−t, t)� �� x ∈ )E��

��
� 5� (� x < 0� ���� ∃ t ∈ N 
��� ���� −t < x� ,�!
x ∈ (−t, t)� �� x ∈ )E��

�� �� ��-� 
���� ���� FE� ⊂ )E��
�� �� ��-� 
���� ���� )E� C FE��
�� �� ��� !��� �	�� ���� ��� ���� ��! �4�

54 )�� U1� U2 �� �.��� ���� 	
 � ��	�� �� �.�� 	����-�

�� ��.��� U1

⋂
U2 	
 � ��	�� �� �.�� 	����-�
 �� ��.��

3���H4� �� U1

⋂
U2 	
 �.���

�� (R, T ) 	
 � ��.���	�� 
.����

	�
 �������

)�� R ��-� ��� 
���!��! ��.����� )�� a ∈ R�
)�� (a,∞) = {x ∈ R; x > a}�

���	
� (a,∞) 	
 �.���

"�

1��� ((� G�;�	�	�� �� 6�.���� "*

������ 6���� ��� ��
 �� 	������
 �	���� ���� �� ����
� ����
��! �� 	� 6� )��% �� (a, T ), (a, T + 1), (a, T + 2)� ����
)�� Ai = (a, T + i) ∀ i ∈ N

⋃{0}�
���� Ai 	
 �.��� ��

⋃∞
i=0 Ai 	
 �.���

(� �� ��� 
��� ����
⋃∞

i=0 Ai = (a,∞)� ���� �� ��� !����

�

��
⋃∞

i=0 Ai = (a,∞)

����� �� �

�� )�� x ∈ ⋃∞
i=0 Ai� 6��� x ∈ Ai� ��� 
���

i ∈ {0, 1, 2, . . .}� �� x ∈ (a, y) ��� 
��� y ∈ R� y > a�
�� x ∈ (a,∞)� )�� x ∈ (a,∞)� ∃ M, T ∈ N 
��� ����
M > T > x� x ∈ (a, M) = AM−T � 3���H4
�� x ∈ ⋃∞

i=0 Ai�

	�� ��� ���

)�� R ��-� ��� 
���!��! ��.����� ���� (−∞, a) 	
 �.�� 	�
R�

	�� ������

)�� a, b ∈ R, a > b�
[a, b] = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b}�
[a, b) = {x ∈ R; a ≤ x < b}�
(a, b] = {x ∈ R; a < x ≤ b}�

[a, b], [a, b), (a, b] ��� � ��� �.�� 	� R� (� 	
 ��%���! �� 
���
��	
 �	�� ��� ���
 �� ��-� ���� �� ���! ��-� �� 
��� ����
�� ���! ��� ��	�� ��� �� ���� �
 � ��	�� �� �.�� 	����-�
�
(� ���.��� " �� �	 	����!��� 
��� ���
 ���� ��%� 
���	��
���
� ��� ��� �.�� ��
��

"*
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	� ������

$��� ���� �� ��-� 
��� ��.���	�
 ���� �� ��� .��� �� ���

�� 3!	
������ 	�!	
�����4� ��! ��� ��.���� 3��� 
���!��!
��.���� �� R4 ���� �� ��� ��� .��� �� R� (� ���� 
��
�
!��
 	� ��%� 
��
� �� ��	�% �� ��� !	
����� ��! 	�!	
�����
��.���	�
 �� � �	-�� 
�� �
 ��� �8�����
H

$�8� �� �	 	����!��� ��� ���� ��.���� �� ��� .��� ��
��� 
��� 6��� �� �	 	����!��� � 	��� ���� ��.���	��
������� ��! �..� 	� � ����� �� � �� ��� ��.���	�
 ����
�� ��-� !	
��

�!�

"�

������� �

��#���� %������


�� ���������

)�� X �� � 
��� ��! �� A ⊂ X� ���� X − A 	
 ;�	��� ��

�� A 	
 ��'�����


�	 ������

)�� X �� � 
�� ��! �� T = {U ⊂ X; U 	
 ��;�	�� �� U = φ}

���	
� T 	
 � ��.���� �� X�

������ *4 φ 	
 �.���
X − X = φ 	
 ;�	��� 
� < 	
 �.���

�4 6�%� � �����	�� �� �.�� 
��
� �� %��� ���� ���� 
�� 	

��.�� �� ��
 ;�	�� ���.������ )��7
 ��%� ��� ��	�� �� �
��� �.�� 
��
� �� ��.� ��	
 	
 �.���

��
� *� , ��� 
��
 ��� ��.���
6��� ��� ��	�� �� � ��� 
��
 	
 ��.��� ��	�� 	
 �.���

"5
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��
� �� $�� � ��� 
��
 ��� ��.���
�� ���� �� 
��� ��� ��	�� 	
 �.��� �� �	 
��� ��� ���/
.����� �� ��� ��	�� 	
 ;�	��� 6�� ���.����� �� ��� ��	��
	
 ��� 	����
���	�� �� ��� ���.�����
� �� ��5� �� .��� �+�
�� %��� �� ��
� ��� �� ��� 
��
 	
 ��� ��.��� �� ��� ���.�/
���� �� �� ��
� ��� �� ��� 
��
 	
 ;�	��� �� ��� 	����
���	��
�� � ��� ���.�����
 	
 ;�	��� �� ��� ���.����� �� ���
��	�� 	
 ;�	��� �� ��� ��	�� 	
 �.���

54 )�� U1� U2 �� �.��� X− (U1

⋂
U2) = (X−U1)

⋃
(X−U2)

3�� ��5* �� .��� �+4

��
� *� X − U1 = X �� X − U2 = X�
6��� (X − U1)

⋃
(X − U2) = X ��	�� 	
 �.��� �� U1

⋂
U2

	
 �.���

��
� �� X − U1 �= X ��! X − U2 �= X�
6��� X − U1 ��! X − U2 ��� ;�	���
6�� ��	�� �� ��� ;�	�� 
��
 	
 ;�	���
�� X − (U1

⋂
U2) 	
 ;�	���

�� U1

⋂
U2 	
 �.���

�� (X, T ) 	
 � ��.���	�� 
.����


�
 ���������

)�� X �� ��� 
��� ���� �� �?�	. X �	�� ��� ��.����
T = {U ⊂ X; U 	
 ��;�	�� �� U = φ} �� 
�� X 	
 �?�	..�!
�	�� ��� ��'���� ��!�"��# �

"+

1��� ((� G�;�	�	�� �� 6�.���� ""


�� �������
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�
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������ *4 +�� �� .��� "0� +�5 �� .��� "0

�4 )�� U1 ��! U2 �� ��
�! 	� X� 6��� X − U1 	
 �.�� ��!
X − U2 	
 �.���
�� (X − U1)

⋂
(X − U2) 	
 �.���

��� (X − U1)
⋂

(X − U2) = X − (U1

⋃
U2)�

�	��� ��	
 	
 �.��� U1

⋃
U2 	
 ��
�!�
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� �.�� 
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 �?�	-���� �� ��?�	�	�� ��� ����/
	��� 6�� 	����
���	�� �� ��� ;�	�� �����	�� �� �.�� 
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������ ⇐= ��..�
� �� %��� ��� 	����
���	�� �� ��� ;�	��
�����	�� �� �.�� 
��
 	
 �.��� 6��� �� %��� 	� .���	����
���� ��� 	����
���	�� �� ��� ��� �.�� 
��
 	
 �.���

=⇒ ��..�
� ���� ��� 	����
���	�� �� ��� ��� �.�� 
��
 	

�.��� )�� U1� U2� . . . � Un �� �.��� 6��� U1

⋂
U2 	
 �.���

�� 3U1

⋂
U2)

⋂
U3 	
 �.��� 
	��� 	� 	
 ��� 	����
���	�� �� ���

�.�� 
��
� ����	��	�� 	� ��	
 ���� �� ���
(U1

⋂
U2

⋂
. . .

⋂
Un−1)

⋂
Un 	
 �.���

��� ��	
 	
 .���	
�� U1

⋂
U2

⋂
. . .

⋂
Un�

�
 ��� ���

)�� X �� � 
.���� ���� ��� ��	�� �� ��� ;�	�� �����	�� ��
��
�! 
��
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�!�
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��� ���������

)�� X �� � 
��� ��! B �� � �����	�� �� 
��
��
 �� X� (� ���
������
 �� B 
��	
�� ��� ����	�� ��� .��.���	�
� ���� ��
�� B � /���� ��� � ��.���� �� X�

*4 ∀ x ∈ X ∃ Bx ∈ B 
��� ���� x ∈ Bx�
�4 �����-�� x ∈ B1

⋂
B2 ��� 
��� B1, B2 ∈ B� ����

∃ B3 ∈ B 
��� ���� x ∈ B3 ⊂ B1

⋂
B2�

@	-�� � 
�� X ��! � ��
	
 B �� !�;�� ��� ��.���� T �����/
���! �� B �
 ����
� U ⊂ X 	
 �.�� ���� ∀x ∈ U ∃Bx ∈ B

��� ���� x ∈ Bx ⊂ U �

��	 ������

)�� X �� � 
��� ��! �� B �� � ��
	
�

���	
� 6�� >��.����7 �� !�;��! 	� *�*� �	�� ��
	
 B� ����
	
 � ��.�����
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������ *4 φ 	
 �.�� -�����
� 3	� 	� ���� ��� �.��� ���� �����
���! �8	
� x ∈ φ 
��� ���� ����� !��
 ��� �8	
� � Bx ∈ B

��� ���� x ∈ Bx ⊂ U � ��� ����� !��
 ��� �8	
� ��� x ∈ φ
�� �4�

X 	
 �.��� )�� x ∈ X� �� ���! �� 
��� ���� ∃ Bx ∈ B

��� ���� x ∈ Bx ⊂ X� 6�� !�;�	�	�� �� � ��
	
 �	-�
 �
 �
Bx ∈ B 
��� ���� x ∈ Bx� ,�! Bx ⊂ X� �� X 	
 �.���

�4 ��..�
� ��� ��-� � �����	�� �� �.�� 
��
� �� ���� ��

��� ���� ���	� ��	�� 	
 �.��� �� �� ���� �� 
��� ���� ���
�-��� x 	� ���	� ��	�� ����� 	
 � ��
	
 ������ �����	�	�� x
���� 	
 � 
��
�� �� ��� ��	��� ��� ��	
 	
 ��	-	� . . . �	��� ����
�� ��� 
��
 	� ��� ��	�� 	
 �.��� ��� �-��� x 	� �-��� ��� ��
��� �.�� 
��
� �� ��-� � ��
	
 ������ �����	�	�� 8 ���� 	

�����	��! 	� ��� �.�� 
�� . . . ��	�� 	
 �����	��! 	� ��� ��	��
�� ��� �.�� 
��
� �� �� ��-� ����	�� �
� �� 
����

54 )�� U1� U2 �� �.���
�� ���� �� 
��� ���� U1

⋂
U2 	
 �.��� ��� �� ���� �� 
���

���� ��� �-��� x ∈ U1

⋂
U2 ∃ � ��
	
 ������ Bx 
��� ����

x ∈ Bx ⊂ U1

⋂
U2�

�� �� x ∈ U1

⋂
U2� �	��� x ∈ U1 3��	�� 	
 �.��4 ∃ B1 ∈ B


��� ���� x ∈ B1 ⊂ U1� �	��� x ∈ U2 ��	�� 	
 �.��� ∃B2 ∈ B

��� ���� x ∈ B2 ⊂ U2�
�� x ∈ B1

⋂
B2� ��� 	����
���	�� �� ��� ��
	
 ������
� �	���

B 	
 � ��
	
 � ∃ B3 ∈ B 
��� ���� x ∈ B3 ⊂ B1

⋂
B2� ,�!

B1

⋂
B2 ⊂ U1

⋂
U2� �� x ∈ B3 ⊂ U1

⋂
U2� �� U1

⋂
U2 	


�.���

�� � ��
	
 ��� � ��.���� ���� !��
 !�;�� � ��.����� 	� ���
.���	
� ��� �� ��-� ����	���!�
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��
 ������

)�� X �� � 
��� ��! B �� � ��
	
 �� X� )�� T �� ��� ��.�/
��� ��������! �� B� )�� T ′ = {U ; U 	
 ��� ��	�� �� ������

�� B}�

���	
� T = T ′�

������ T ⊂ T ′�
)�� U ∈ T � �	��� U 	
 �.�� 	� ��� ��.���� ��������! ��
��� ��
	
 B� �� %��� ���� ��� �-��� x ∈ X ∃ � ��
	
 ������
Bx 
��� ���� x ∈ Bx ⊂ U �

=�� ���� x ∈ X� ����
� 
��� � ��
	
 ������ Bx�
3$���� =�� ���� x ����� ��� �� ��
 �� ���	��
 . . . .	�% ���
��� �� �� Bx�4

�

�� U =
⋃

x∈X Bx

����� �� �

�� )E� ⊂ FE��
)�� x ∈ U � 6��� x ∈ Bx ⊂ U � �� x ∈ ⋃

x∈X Bx�

FE� ⊂ )E�� )�� x ∈ ⋃
x∈X Bx� 6��� x ∈ By ��� 
��� By

	� ��� ��	��� ,�! By ⊂ U � �� x ∈ U �

��� �� ��� )����� U ∈ T ′� ,�! 
� T ⊂ T ′�

T ′ ⊂ T �
)�� V ∈ T ′� V 	
 � ��	�� �� ��
	
 ������
� �� ���� ��

��� V ∈ T � ��� �� ���� �� 
��� ∀ x ∈ V ∃ Bx ∈ B 
���
���� x ∈ Bx ⊂ V � �� �� x ∈ V � �	��� V 	
 � ��	�� ��
��
	
 ������
� �� %��� ���� x 	
 	� �� ��
� ��� �� ��� ��
	

������
 �� ��	�� V 	
 � ��	��� ����
� ��� �� ���� ��!
�� 	� Bx� �	��� V �?��
 ��� ��	�� �� ��� ��
	
 ������
�
��� ��	�� �� � ���
� ��
	
 ������
 	
 �����	��! 	� N� Bx 	
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��� �� ��� 
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 	� ��	
 ��	��� 
� Bx 	
 �����	��! 	� ��� ��	��
��	�� 	
 �����	��! 	� V � �� �� ��-� ����! � Bx 
��� ����
x ∈ Bx ⊂ V � �	��� ��� x ��
 ���	������ �� ��-� 
���� ����
V ∈ T �

�� T = T ′�

��� �������

)�� B �� ��� 
�� �� � �.�� 	����-�
 	� R�

���	
� B 	
 � ��
	
 ��� � ��.���� �� R ���� 	
 �?�	-���� ��
��� 
���!��! ��.���� �� R�

1����� *�5 ��! ��* �� .��� +0�

��� ������

)�� (X, T ′) �� � 
.��� ��! �� B′ �� � ��
	
 ��� T ′�

���	
� B ∈ B′ =⇒ B ∈ T ′�

������ )�� B ∈ B′� �� ���� �� 
��� ���� B 	
 �.�� 	� X�
)�� x ∈ B� B 	
 � ��
	
 ������� x ∈ B� ,�! B ⊂ B� ��
�� ��� !���� B 	
 �.���

�� ������

)�� (X, T ) �� � 
.���� )�� D �� � �����	�� �� �.�� 
��
 	�
(X, T ) 
��� ���� ��� ��� x ∈ X ��! ��� ��	��������! U ��
x� ����� �8	
�
 C ∈ D 
��� ���� x ∈ C ⊂ U �

'#

1��� (((� E�������.�	
�
 ''

���	
� D 	
 � ��
	
 ��� T �

������ *4 )�� x ∈ X� �� ���! �� ;�! �� ������ �� D ����
�����	�
 x� Xopen ⊂ X� �� ∃ C ∈ D 
��� ���� x ∈ C ⊂ X�

�4 )�� x ∈ C1

⋂
C2� �	�� C1� C2 ∈ D� C1 ��! C2 ��� �.��

3
	��� D 	
 � �����	�� �� �.�� 
��
4� 
� C1

⋂
C2 	
 �.��� ��

∃ C3 ∈ D 
��� ���� x ∈ C3 ⊂ C1

⋂
C2�

�� �� ��-� 
���� ���� D 	
 � ��
	
 ��� � ��.���� T ′ �� X�
$�� �� ���! �� 
��� ���� T ′ = T � 6��� 	
� ��� ��.����
��������! �� D 	
 ������ ��� 
��� �
 T �

T ⊂ T ′�
)�� U ∈ T � =�� ���� x ∈ U ����� �8	
�
 � ��
	
 ������
C ∈ D 
��� ���� x ∈ C ⊂ U � �� U ∈ T ′ 3��� ��.����
��������! �� G4�

T ′ ⊂ T �
)�� U ∈ T ′� �� *�5� U 	
 ��� ��	�� �� ������
 �� D� ���
���� ������ �� D 	
 �.�� 	� (X, T )� �� !�;�	�	��� �� ���
��	�� �� ���
� ������
 	
 �
� �.�� 	� (X, T )� �� U � ��	��
	
 ��� ��	�� �� ���
� ������
� 	
 �
� �.�� 	� 3X, T )�

��� ������

��� !� .��.� ��� �8�	��! ����� � ��
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	�� ���������

)�� f : X −→ Y � )�� (X, T )� (Y, T ′) �� 
.���
� f 	
 
�	!
�� �� ���������� ���� ��� 	�-��
� 	���� �� �-��� �.�� 
��
	� Y 	
 �.�� 	� X� (� ����� ���!
� ���� V open ⊂ Y =⇒
f−1(V )open ⊂ X�

	�	 ������

)�� X �� � 
.����

���	
� id : X −→ X 	
 ����	����
�

������ )�� Uopen ⊂ X� id−1 = id� �� id−1(U) = id(U) = U
��	�� 	
 �.�� 	� X� �� id 	
 ����	����
�
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 �������

�?�	. R �	�� 	�
 
���!��! ��.�����

G�;�� f : R −→ R� f(x) =

{
0 ��� x ≤ 0

1 ��� x > 0

���	
� f 	
 ��� ����	����
�

������ (−1, 1)open ⊂ R� f−1((−1, 1)) = (−∞, 0]� 6�	
 	
 ���
�.�� 	� R 3
	��� � 	
 ��� �� 	����	�� .�	�� �� (−∞, 0]4� �� f
	
 ��� ����	����
�

	�� ������

)�� (X, T ), (Y, T ′) �� 
.���
� )�� B′ �� � ��
	
 ��� T ′� )��
f : X −→ Y �

���	
� f 	
 ����	����
 ⇐⇒ ∀ B ∈ B′� f−1(B)open ⊂ X�

������ =⇒ ��..�
� ���� f 	
 ����	����
� )��B ∈ B′� �� *�"
�� .��� '# B 	
 �.��� �	��� f 	
 ����	����
� f−1(B) 	
 �.��
	� X�

⇐= ��..�
� ���� ∀B ∈ B′� f−1(B)open ⊂ X� )�� V open ⊂ Y �
6��� �� *�5 �� .��� '# V 	
 � ��	�� �� ��
	
 ������
� ��
f−1(V ) = f−1(

⋃
a∈J f−1(Bα)) 	
 �.��� ,�! ����7
 ���!�

�����
� ��� �� ��-� 
���� ���� f−1(V ) 	
 �.�� ��! �� ���
!����

	�� ������

1��.� ��� �8�	��! ����� ��+ �����
� 	� ��%�
 ��� �

 ���%�
(� �� ���� �� 
��� f : X −→ Y 	
 ����	����
� �� �� �����
��-� �� 
��� ���� ��� 	�-��
� 	���� �� �-��� �.�� 
�� 	� Y
	
 �.�� 	� X� (� �� ��-� � ��
	
 ��� ��� ��.���� �� Y � ����
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������ 	
 �.�� 	� X� 6�	
 	
 
����	��
 ��
	���

	� �������

)�� f : R −→ R, f(x) = 2x�

���	
� f 	
 ����	����
�

������ �� ��%� �
� �� ��+� 6�� 
���!��! ��.���� �� R ��

�
 � ��
	
 � ��� �.�� 	����-�
 	� R� )�� (a, b) �� �� �.��
	����-� 	� R� f−1((a, b)) = (a

2
, b

2
)� ��	�� 	
 �.�� 	� R� ��

��� �-��� ��
	
 ������ 	� R� �� ��-� 
���� ���� f−1 �� ����
��
	
 ������ 	
 �.�� 	� R� �� ��+� � 	
 ����	����
�

	�� ������

)�� f : X −→ Y �

���	
� f 	
 ����	����
 ⇐⇒ LU closed ⊂ Y =⇒ f−1(U)closed ⊂
X�M

������ =⇒ ��..�
� ���� f 	
 ����	����
� )�� U closed ⊂ Y �
6��� Y − U 	
 �.�� 	� Y � ,�! f−1(Y − U) 	
 �.�� 	� <�
�� ���! � ���� . . .

�

�� f−1(Y − U) = f−1(Y ) − f−1(U)�

����� �� �

�� FE� ⊂ )E��
)�� x ∈ f−1(Y )−f−1(U)� 6��� f(x) ∈ Y −U � �� f(x) ∈ Y
��! f(x) /∈ U � �� x ∈ f−1(Y ) ��! x /∈ f−1(U)� ��
x ∈ f−1(Y ) − f−1(U)�
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)E� ⊂ FE��
)�� x ∈ f−1(Y ) − f−1(U)� 6��� x ∈ f−1(Y ) ��! x /∈
f−1(U)� �� f(x) ∈ Y ��! f(x) /∈ U � �� f(x) ∈ Y − U �
�� x ∈ f−1(Y − U)�

f−1(Y − U) = f−1(Y ) − f−1(U)� �� ��� )�����
,�! f−1(Y ) = X�
�� f−1(Y − U) = X − f−1(U)�
�� ���!� 
����! ���� f−1(Y −U) 	
 �.�� 	� X� �� f−1(U)
	
 ��
�! 	� X�

⇐= ��..�
� U closed ⊂ Y =⇒ f−1(U)closed ⊂ X� )�� V open ⊂
Y � 6��� Y − V closed ⊂ Y � f−1(Y − V )closed ⊂ X ��!
f−1(Y − V ) = f−1(Y ) − f−1(V ) = X − f−1(V )� �..�	��
��� ���-� )���� ���	�� �� f−1(V ) 	
 �.�� 	� X� �� f 	

����	����
�

	�� ������

)�� f : X −→ Y �� ����	����
 ��! g : Y −→ Z �� ����	��/
��
� G�;�� h = g ◦ f �

���	
� h : X −→ Z 	
 ����	����
�

������ )�� Uopen ⊂ Z� 6��� g−1(U) 	
 �.�� 	� Y � =��
���-��	���� �� �����	��� �� V = g−1(U)� �	��� f 	
 ����	�/
���
� f−1(V ) 	
 �.�� 	� X� h−1 = f−1 ◦ g−1� �� h−1(U) =
f−1(g−1(U)) = f−1(V )open ⊂ X� �� h 	
 ����	����
�

	�� ������

)�� X �� � 
.����

��

1��� (((� E�������.�	
�
 �5

���	
� X ��
 ��� !	
����� ��.���� ⇐⇒ ∀ 
.���
 Y �-���
�����	�� f : X −→ Y 	
 ����	����
�

������ =⇒ ��..�
� ���� X ��
 ��� !	
����� ��.����� )�� Y
�� ��� 
.��� ��! �� f : X −→ Y � �� ���� �� 
��� ���� f
	
 ����	����
� ��� ����
� V open ⊂ Y � f−1(V ) ⊂ X� �	��� X
��
 ��� !	
����� ��.����� f−1(V ) 	
 �.��� �� f 	
 ����	����
�

⇐= ��..�
� ���� ∀ 
.���
 Y �-��� �����	�� f : X −→ Y 	

����	����
� �� ���� �� 
��� ���� X ��
 ��� !	
����� ��.�/
���� �� �� ���� �� 
��� ���� �-��� 
��
�� �� X 	
 �.���
��..�
� ∃ U ⊂ X �	�� U ��� �.�� 	� X� )�� Y = {0, 1}�
)�� ��� �.�� 
��
 	� Y �� φ, Y � ��! {0}�

G�;�� g : X −→ Y � g(x) =

{
0 ��� x ∈ U

1 ��� x ∈ X − U

{0} 	
 �.�� 	� Y ��! g−1({0}) = U � ��	�� 	
 ��� �.�� 	� X�
�� g 	
 ��� ����	����
� ��� �-��� �����	�� ���� X �� ���

.��� Y 	
 ����	����
� �� ��� �

��.�	�� ���� ∃U ⊂ X �	��
U ��� �.�� 	� X ��
 �! �� � ������!	��	��� �� �� �����!�
���� �-��� 
��
�� �� X 	
 �.��� ��! ���
 X ��
 ��� !	
�����
��.�����

	��� ��� ���

)�� (Y, T ) �� � 
.���� ���� Y ��
 ��� 	�!	
����� ��.����
⇐⇒ ∀ 
.���
 X �-��� �����	�� f : X −→ Y 	
 ����	����
�

	��� ������

)�� X = A
⋃

B� �	�� A ��! B ��
�! 	�X� )�� f : A −→ Y �
��! g : B −→ Y �� ����	����
 �	�� f(x) = g(x)∀x ∈ A

⋂
B�

�5



�+ 6�.���� ��! ��� )������� ��  �������	�


G�;�� h : X −→ Y � h(x) =

{
f(x) ��� x ∈ A

g(x) ��� x ∈ B

���	
� h 	
 ����	����
�

������ h 	
 ��/!�;��!�
(� x ∈ A

⋂
B� h(x) = f(x) ��! h(x) = g(x)�

��� �� �

��.�	��� f(x) = g(x)� (� ����
 ���� h 	
 ��/
!�;��!�

h 	
 ����	����
�
)�� Cclosed ⊂ Y � ��..�
� �� %��� ���� f−1(C)

⋃
g−1(C) =

h−1(C)� �	��� f � g ����	����
� f−1(C) ��! g−1(C) ���!
�� ��
�!� �� ��'� �� #�* �� .��� #0 �� ���! ���� ��-�
h−1(C) 	
 ��
�!� ,�! ����� �..�	�� ��' ���	� 3	� ��� �./
.�
	�� !	����	��4� �� ���! ��-� h 	
 ����	����
�

�

�� f−1(C)
⋃

g−1(C) = h−1(C)

����� �� �

�� )�� x ∈ f−1(C)
⋃

g−1(C)�
6��� x ∈ f−1(C) �� x ∈ g−1(C)�

��
� *� x ∈ f−1(C)
6��� f(x) ∈ C� x ∈ A� �� f(x) = h(x)� �� h(x) ∈ C� 6���
	
� x ∈ h−1(C)�
��
� �� x ∈ g−1(C)
6��� g(x) ∈ C� x ∈ B� �� h(x) = g(x)� �� h(x) ∈ C� 6���
	
 x ∈ h−1(C)�
�� f−1(C)

⋃
g−1(C) ⊂ h−1(C)

)�� x ∈ h−1(C)� �� h(x) ∈ C� �	��� x ∈ X = A
⋃

B�
x ∈ A �� x ∈ B� ��! �� ��-� h(x) = f(x) �� h(x) = g(x)�
�� x ∈ f−1(C) �� x ∈ g−1(C)�

,
 !	
��

�! ���-�� �� ��� !����

�+

1��� (((� E�������.�	
�
 �"

	��	 ������

)�� A ⊂ X� )�� f : X −→ Y �� ����	����
�
)�� g : A −→ Y � g(x) = f(x) ∀ x ∈ A�
3�� �� g ��� %���%������ �� f �� ��� 
��
.��� A4

���	
� g 	
 ����	����
�

������ )�� Uopen ⊂ Y � 6��� f−1(U) 	
 �.�� 	� X� 
	���
f 	
 ����	����
� (� ���! �� �	�� 	� g−1(U) = A

⋂
f−1(U)�

�	��� A
⋂

f−1(U) 	
 �.�� 	� ��� 
��
.��� A� �� ���! ��-�
g−1(U)open ⊂ A� ,�! �� ���! �� !����

�

�� g−1(U) = A
⋂

f−1(U)�

����� �� �

�� )�� x ∈ g−1(U)� 6��� g(x) ∈ U � ,�!

	��� g(x) = f(x)� f(x) ∈ U � �� x ∈ f−1(U)� ,�! x ∈ A
3
	��� g(x) 	
 !�;��!4� �� x ∈ A

⋂
f−1(U)�

)�� x ∈ A
⋂

f−1(U)� 6��� x ∈ A ��! x ∈ f−1(U)� ��
f(x) ∈ U � ��� f(x) = g(x)� 3$��� ���� �� %��� g(x) 	

!�;��!� 
	��� x ∈ A�4 �� g(x) ∈ U � �� x ∈ g−1(U)�

,
 !	
��

�! ���-�� �� ��� !����

	��
 ��� ���

�?�	.X ��! Y �	�� ��� ��;�	�� ��.����� =	�! � ����	����

f : X −→ Y ��! � ��� ����	����
 g : X −→ Y �

	��� ��� ���

)�� X �� � 
.���� A ⊂ X� A ��-� ��� 
��
.��� ��.�����
f : A −→ X� f(x) = x ∀ x ∈ A� �� �� f ��� ���"����� ��

�"



�# 6�.���� ��! ��� )������� ��  �������	�


, 	��� <� ���� f 	
 ����	����
�
3E	��� )�� Uopen ⊂ X� ���� f−1(U) = U

⋂
A�4

	��� ��� ���

)�� X� Y �� 
.���
� )�� t ∈ Y � )�� f : X −→ Y �
f(x) = t ∀ x ∈ X� 36��� 	
� �� f �� ��� ���
���� �����	��
���� 
��!
 � ������
 �� X �� t�4 ���� f 	
 ����	����
�

�#

������� �

*�������������


�� ���������

)�� f : A −→ B� f 	
 
�	! �� �� � *������%!*��� ��/
����� A ��! B 	� f 	
 ����	����
� f−1 	
 ����	����
 ��! f
	
 �	9���	-�� (� 
��� �� f �8	
�
� �� 
�� A ��! B ��� *���	
���%!*���


�	 ������

)�� (X, T ) �� � 
.����

���	
� (X, T ) 	
 ��������.�	� �� 	�
���

������ id : X −→ X 	
 ����	����
 �� ��� �� .��� '0�
id−1 = id� 
� id−1 	
 ����	����
� ,�! ��� 	!���	�� 	
 � �	/
9���	��� �� �� ��-� ���
������! � ��������.�	
� �������
X ��! 	�
��� �� (X, T ) 	
 ��������.�	� �� 	�
���

�'



�� 6�.���� ��! ��� )������� ��  �������	�



�
 ������

)�� X = (0, 1)� )�� ��� �.�� 	����-�
 	� R �����	��! 	�
(0, 1) �� � ��
	
 ��� � ��.���� T �� X�

)�� Y = (a, b) ����� a, b ∈ R ��! a < b� )�� ��� �.�� 	����/
-�
 	� R �����	��! 	� (a, b) �� � ��
	
 ��� � ��.���� T ′ �� Y �

���	
� (X, T ) 	
 ��������.�	� �� (Y, T ′)

������ )�� f : X −→ Y � f(x) = (1 − x)a + x(b)
f 	
 ��/!�;��!�

� 	
 */*�
��..�
� ���� f(x) = f(y)� ��� 
��� x ∈ X� y ∈ Y �
6��� (1 − x)a + x(b) = (1 − y)a + y(b)�
�� ((1 − x) − (1 − y))a = (y − x)b
�� (y − x)a = (y − x)b�
��� a !��
 ��� �?�� b� �� y − x = 0� �� x = y�

� 	
 �����
)�� y ∈ Y � )�� t = y−a

b−a
y = f(t) 3����% ��	
4� �� ���! ��

����% ������ ���� t 	
 !�;��! ��! t ∈ X�
t 	
 !�;��! 
	��� a �= b�
y ∈ Y � y < b� �� t < 1�
,�! 
	��� y > a ��! b > a� t > 0� �� t ∈ X� �� f 	
 �����

� 	
 ����	����
�
)�� (c, d) �� � ��
	
 ������ ��� T ′� f−1(c, d) = ( c−a

b−a
, d−a

b−a
)�

��	�� 	
 �.�� 	� X� 3���H4 �� f 	
 ����	����
�

f−1 ����	����
�
)�� (c, d) �� � ��
	
 ������ ��� ��.���� �� X�
6��� f((c, d)) = ((1− c)a + bc, (1− d)a + bd) ��	�� 	
 �.��
	� Y 3���H4�

��

1��� (((� E�������.�	
�
 �0

�� f−1 	
 ����	����
�


�� ������

���	
� E�������.�	
� 	
 �� �?�	-����� ����	���

������ *4 X 	
 ��������.�	� �� X �� 5��

�4 ��..�
� X 	
 ��������.�	� �� Y � 6��� ∃ � ����/
����.�	
� f : X −→ Y � �� ���! � ��������.�	
�
g : Y −→ X� )��7
 ��� f−1�

�

� �� f−1 : Y −→ X 	
 � ��������.�	
��

����� �� �

� �� �4 f−1 	
 ��/!�;��!�
)�� y ∈ Y � ∃ � ��	?�� x ∈ X 
��� ���� f(x) = y� 
	��� f 	

�	9���	-�� f−1(y) = x� �� �−1 	
 ��/!�;��!�

�4 f−1 	
 */*�
��..�
� f−1(x) = f−1(y)� 6���� 
	��� f 	
 ��/!�;��!�
x = y�

�4 f−1 	
 �����
)�� x ∈ X� 6���� 
	��� f 	
 ��/!�;��!� ∃ y ∈ Y 
��� ����
f(x) = y� f−1(y) = f−1(f(x)) = x� �� f−1 	
 �����

!4 (f−1)−1 = f 	
 ����	����
 
	��� f 	
 � ��������.�	
��

�4 f−1 	
 ����	����
� 
	��� f 	
 � ��������.�	
��

�� f−1 	
 � ��������.�	
��

�0



0� 6�.���� ��! ��� )������� ��  �������	�


�� Y 	
 ��������.�	� �� X ��! ��� ��������.�	
� ���/
�	�� 	
 
������	��

54 ��..�
� X 	
 ��������.�	� �� Y ��! Y 	
 ��������.�	�
�� Z� 6��� ����� ��� ��������.�	
�
 f : X −→ Y � ��!
g : Y −→ Z� �� ���� �� ;�! � ��������.�	
� ���� X ��
Z� )��7
 ��� g ◦ f �

�

� �� )�� h = g ◦ f � h : X −→ Z 	
 � ��������.�	
��

����� �� �

� �� �4 h 	
 ��/!�;��!�
f(x) = y ��� � ��	?�� y ∈ Y ��! g(y) = z ��� � ��	?��
z ∈ Z� h(x) = g(f(x)) = g(y) = z� �� h 	
 ��/!�;��!�

�4 h 	
 �����
)�� z ∈ Z� ∃ y ∈ Y 
��� ���� g(y) = z� 
	��� g 	
 �����
∃ x ∈ X 
��� ���� f(x) = y� 
	��� f 	
 ����� ,�! h(x) =
g(f(x)) = z� �� h 	
 �����

�4 h 	
 */*�
��..�
� h(a) = h(b) ��� 
��� a, b ∈ X� 6��� g(f(a)) =
g(f(b))� �	��� g 	
 */*� f(a) = f(b)� �	��� f 	
 */*� a = b�
�� h 	
 */*�

!4 h 	
 ����	����
�
��� �� .��� ��

�4 h−1 	
 ����	����
� 5��+ �� .��� 5" ��! ��� �� .��� ��

�� h 	
 � ��������.�	
� ��! ��� ��������.�	
� ����	��
	
 ����
	�	-��

0�

1��� (((� E�������.�	
�
 0*


�� ��� ���

)�� {0, 1} ��! {0, 1, 2} �� �?�	..�! �	�� 
��� ��.���	�
�
���� ����� 	
 �� ��������.�	
� h : {0, 1} −→ {0, 1, 2}�


� ��� ���

)�� A, B �� ;�	�� 
��
� )�� A ��-� n ������
� ��! B ��-� m
������
� ����� n �= m� �?�	. A ��! B �	�� ��� ��.���	�
�
���� A 	
 ��� ��������.�	� �� B�


�� ��� ���

)�� C �� � ;�	�� 
��� ��! �� D �� �� 	�;�	�� 
��� �?�	. C
��! D �	�� ��� ��.���	�
� ���� C 	
 ��� ��������.�	� ��
D�


�� ��� ���

)�� E, F �� 
��
� ��..�
� ����� !��
 ��� �8	
� �	9���	-�
f : E −→ F � �?�	. E ��! F �	�� ��� ��.���	�
� ���� E
	
 ��� ��������.�	� �� F �


�� ���������

��..�
� � 
.��� ��� ��-� � �����	� .��.�����

�� 
�� ���� � .��.���� 	
 � ��!�"�����" !%�!�%�# ����
��������.�	� 
.���
 ��
� �	���� ���� ��-� ��� .��.���� ��
���� ��� ��-� ��� .��.�����

0*
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��..�
� �� ��� 	�����
��! 	� 
���	�� ���� � 
.��� X 	
 ���
��������.�	� �	�� Y � J�� �..����� 	
 �� 
��� ���� �����
	
 �� �����	�� ���� < �� K ���� 	
 � ��������.�	
�� ����/
�	��
 ��	
 	
 ��
�� �����	��
 	� 	
 ���!�

,������ �..����� 	
 �� 
��� ���� ����� 	
 
��� ��.���	��
.��.���� ���� X ��
 ��! Y !��
 ��� ��-�� 6�	
 	
 
����	��

��
	���

���� ��.���	�� .��.���	�
 �	 �� 	����!���! 	� ��� ��8�
.����

0�

���� �,

���� ����������

05



������� �

-����������

��� ���������

)�� A ⊂ X� )�� f : X −→ A� �� �� f � %��%������ �� X
���� A 	� f 	
 ����	����
 ��! f(a) = a ∀ a ∈ A� A 	
 
�	! ��
�� � %��%��� �� X 	� 
��� �� f �8	
�
�

��	 ������

)�� X �� � 
.���� )�� A �� ���/��.��� A ⊂ X� �?�	. A
�	�� ��� !	
����� ��.�����

���	
� A 	
 � ������� �� X�

������ ����
� ��� a1 ∈ A�

G�;�� r : X −→ A� r(x) =

{
x ��� x ∈ A

a1 ��� x ∈ X − A

�� ��** �� .��� �5 r 	
 ����	����
� �� ��7�� !����

0"



0# 6�.���� ��! ��� )������� ��  �������	�


��
 ������

)�� A �� � ������� �� X� ��! h : X −→ Y �� � ��������/
.�	
��

���	
� h(A) 	
 � ������� �� Y �

������ �	��� A 	
 � ������� �� X� �� ��-� � ����	����

r : X −→ A� r(a) = a ∀ a ∈ A� 6� 
��� h(a) 	
 � �������
�� Y � �� ���! �� ���
����� � �������	�� �� Y ���� h(A)�

)�� f = h ◦ r ◦ h−1� f : Y −→ h(A)� f 	
 ��� ���.�
	�	�� ��
����	����
 �����	��
� ���
 ����	����
�

)�� q ∈ h(A)� 6��� q = h(t) ��� 
��� t ∈ A�

f(q) = f(h(t)) = h(r(h−1(h(t)))) = h(r(t))� �	��� r 	
 �
�������	�� �� X ���� A ��! t ∈ A� �� ��-� r(t) = t� ��
f(q) = f(h(t)) = h(t) = q�

�� h(A) 	
 � ������� �� Y � �	�� �������	�� f �

��� ������

)�� B ⊂ A ⊂ X�
)�� f : X −→ A ��! g : A −→ B �� �������	��
� )��
h : X −→ B� h = g ◦ f �

���	
� h 	
 � �������	�� �� X ���� B�

������ �	��� f ��! g ��� ����	����
� �� %��� h 	
 ����	��/
��
� )�� b ∈ B ⊂ A� 6��� h(b) = g(f(b))� �	��� b ∈ A� ��
��-� f(b) = b� �� h(b) = g(b)� ���� 
	��� b ∈ B� g(b) = b�
�� h(b) = b�

�� h 	
 � �������	�� �� X ���� B� ��! B 	
 � ������� �� X�

0#

1��� (N�  ��� 1��.���	�
 0'

��� ��� ���

)�� A ⊂ X� �� X �� � 
.���� )�� f : X −→ A �� �
�������	��� ���� f 	
 �����

�� ��� ���

)�� (0, 1) ⊂ R �� �?�	..�! �	�� ��� ��.����� )�� {0} ��-�
��� !	
����� ��.����� ���� {0} 	
 ��� � ������� �� (0, 1)

���� ��..��
 	� �� ��� ��?�	�� {0} �� �?�	..�! �	�� 
���
��.���� 3	�
���! �� 
.��	;��� ��� !	
����� ��.����4H

0'



0� 6�.���� ��! ��� )������� ��  �������	�


0�

������� �

��!�� ����� ��������

	�� ���������

)�� f : A −→ A� ���� f(a) = a� �� 
�� a 	
 � '��$ !����
�� f �

	�	 ���������

)�� X �� � 
.���� X 	
 
�	! �� ��-� ��� '��$	!���� !%�!	
�%�#� ���� �-��� ����	����
 �����	�� f : X −→ X ��
 �
;8�! .�	��� 6�	
 �	 �
� 
����	��
 �� ���!�! �
 >< 	

=117�

	�
 ������

���	
� 6�� ;8�! .�	�� .��.���� 	
 � ��.���	�� .��.�����

������ )�� X �� FPP � )�� h : X −→ Y �� � ��������/
.�	
�� �� ���� �� 
��� ���� Y 	
 =11� ��� �� g : Y −→ Y
�� ����	����
� �� ���� �� 
��� ���� g ��
 � ;8�! .�	���
)�� j = h−1 ◦ g ◦ h� j : X −→ X� j 	
 ����	����
 �� ��� ��
.��� ��� �	��� X 	
 =11� ∃ t ∈ X 
��� ���� j(t) = t�

00



*�� 6�.���� ��! ��� )������� ��  �������	�


j(t) = h−1(g(h(t)))� �� h(j(t)) = h(h−1(g(h(t)) = g(h(t))�
��� j(t) = t� 
� �� ��-� h(t) = g(h(t))� �� h(t) 	
 � ;8�!
.�	�� �� g� �� Y 	
 =11�

	�� �������

)�� X = {x}� �?�	. X �	�� ��� !	
����� ��.�����

���	
� X 	
 =11�

������ )�� f : X −→ X �� ����	����
� �	��� f 	
 ��/
!�;��!� f(x) = x� 3$��� ���� ����� 	
 .���	
�� ��� �����	��
���� < �� <� ��! ���� �����	�� 	
 ����	����
�4

	�� �������

)�� a, b ∈ X� a �= b� X = {a, b}� )�� X ��-� ��� !	
�����
��.�����

���	
� < 	
 ��� =11�

������ )�� f : X −→ X, f(a) = b, f(b) = a� f 	
 ����	����

��! ��
 �� ;8�! .�	���

	� ������

���	
� R 	
 ��� =11�

������ )�� f : R −→ R� f(x) = x + 1� f 	
 ����	����
 ��!
��
 �� ;8�! .�	���

*��

1��� (N�  ��� 1��.���	�
 *�*

	�� ������

)�� r : X −→ A �� � �������	��� �	�� X =11�

���	
� A 	
 =11�

������ )�� f : A −→ A �� ����	����
�
)�� h : A −→ X� h(a) = a ∀ a ∈ A�
)�� t = h ◦ f ◦ r� h 	
 ����	����
 �� ��*+ �� .��� �#�
�� t : X −→ X 	
 ����	����
 �� ��� �� .��� ���
�	���X 	
 =11� t ��
 � ;8�! .�	��� x� t(x) = h(f(r(x))) = x�
��� h(f(r(x))) = f(r(x)) 3���H4�

(� ���! �� �	�� 	� x ���� 	� A� 6��� r(x) = x� ��!
f(r(x)) = f(x) = x�
,�! �� �	 ��-� 
���� ���� , 	
 =11�

�

�� x ∈ A�

����� �� �

�� �� %��� t(x) ∈ A� 
	��� h(A) ⊂ A� ���
t(x) = x� �� x ∈ A�

	�� ������

�� 
�	 ��-��7� ����! � ���/��	-	� 
.��� ���� ��
 ��� ;8�!/
.�	�� .��.����� (� ��� ��8� ���.���� �� �	 	����!��� ���
��.���	�� .��.���� �� ��������!��

� 6��� �� �	 �
� ��	

	!�� �� ;�! 
��� ���/��	-	� 
.���
 ���� ��-� ��� ;8�! .�	��
.��.�����

*�*
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*��

������� �

�������������


�� ���������

)�� A, B ⊂ X� 6��� A ��! B ��� 
�	! �� �� $��6���� ����
A

⋂
B = φ�


�	 ���������

)�� X �� � 
.��� ��! �� A, B ⊂ X� A ��! B ���� �
��!�%����� �� X ���� X = A

⋃
B� ��! A ��! B ��� �.���

!	
9�	��� ��! ���/��.���


�
 ���������

)�� X �� � 
.���� 6��� X 	
 ��������$ ���� ����� 	
 ��

�.����	�� �� X�


�� ������

)�� X �� � 
.����
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���	
� X 	
 ��������!⇐⇒ ��� ��� 
��
 	� X ���� ��� ����
�.�� ��! ��
�! ��� φ ��! X�

������ =⇒ )�� X �� ��������!� )�� U ⊂ X� ��! �� U ��
�.�� ��! ��
�!� 6��� X = U

⋃
(X −U)� �	��� U 	
 ��
�!�

X − U 	
 �.��� �� ��-� X = U
⋃

(X − U)� ���� U ��!
X −U ��� �.��� ,�! U ��! X −U ��� !	
9�	��� �	��� X 	

��������!� �	���� U �� X − U ��
� �� ��.��� �� U = φ ��
U = X�

⇐= )�� ��� ��� 
��
 	� X ���� ��� ���� �.�� ��! ��
�! ��
φ ��! X� ��..�
� U ��! V ���� � 
�.����	�� �� X� 6���
U = X − V � ��	�� 	
 �.��� �� U 	
 ��
�! 3��! �.��4� ��
U = φ �� X�

��
� *� U = φ
6�	
 ������ ��..��� 
	��� 2 	
 ���/��.��� �� !�;�	�	�� ��
� 
�.����	���

��
� �� U = X
6��� V = φ� ��	�� ��� �
� ��� ��..��� �� !�;�	�	�� �� �

�.����	���

�� ��� �

��.�	�� ���� ����� 	
 � 
�.����	�� �� X 	
 ��
��
�� X 	
 ���������!�


�� �������

)�� X = (0, 1)
⋃

[2, 3] ⊂ R� �?�	. X �	�� ��� 
��
.���
��.���� 3���� 	
� ��� ��.���� 	� +�*� �� .��� #�4�

���	
� X 	
 ��� ��������!�

������ �� +�*� �� .��� #� ��! 5�+

*�+

1��� (N�  ��� 1��.���	�
 *�"


� ������

)�� f : X −→ Y �� ����	����
� )�� U connected ⊂ X�

���	
� f(U)connected ⊂ Y �

������ ��..�
� ���� f(U) 	
 ��� ��������!� 6��� ∃ A, B
���� ���� � 
�.����	�� �� f(U)� (� ���! �� �	�� 	� f−1(A)
��! f−1(B) �����! � 
�.����	�� �� U � 6��� ���! ������!	��
��� ���� ���� U 	
 ��������!� 6��� ���! ���� ��� �

��./
�	�� ���� f(U) 	
 ��� ��������! ��
 ��
�� 6��� ���! ��
�
 f(U)connected ⊂ Y �

�

�� f−1(A) ��! f−1(B) ���� � 
�.����	�� �� U �

����� �� �

�� ���/��.���
�	��� A ��! B ��� ���/��.�� ��! 
��
��
 �� f(U)� f−1(A)
��! f−1(B) ��� ���/��.���

!	
9�	���
��..�
� x ∈ f−1(A)

⋂
f−1(B)�

6��� f(x) ∈ A ��! f(x) ∈ B� ��� A ��! B ��� !	
9�	���
�� ��� �

��.�	�� ���� ����� 	
 �� x ∈ f−1(A)

⋂
f−1(B) 	


��
�� �� f−1(A)
⋂

f−1(B) = φ�

�.���
A ��! B ��� �.�� 	� Y 3
	��� ���� ���� � 
�.����	�� �� U4�
�	��� f 	
 ����	����
� f−1(A) ��! f−1(B) ��� �.�� 	� X�

�� f(U)connected ⊂ Y ��! �� ��� !����


�� ������

���	
� ��������!��

 	
 � ��.���	�� .��.�����

*�"
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������ )�� X �� ��������.�	� �� Y �� � ��������.�	
�
f � )�� X �� ���������!� �� ���� �� 
��� ���� Y 	
 ���/
�����!�

��..�
� ���� Y 	
 ��� ��������!� 6��� ∃ U ⊂ Y 
��� ����
U �= φ� U �= Y � ��! U 	
 �.�� ��! ��
�! 	� Y � f−1(U)
	
 �.�� ��! ��
�! 	� < 3
	��� f 	
 ����	����
4� ���/��.��
3
	��� f 	
 ���� ��! U �= φ4� ��! ��� X 3
	��� f 	
 ����
��! U �= Y 4� �� X 	
 ��� ��������!� ��� X 	
 ��������!�
�� ��� �

��.�	�� ���� Y 	
 ��� ��������! ��
 �! �� �
������!	��	��� �� Y 	
 ��������!�


�� ������

�?�	. R �	�� ��� 
���!��! ��.����� (� 	
 ��������!� )�� A
�� ��� 	����-� 	� R� ��! �?�	. 	� �	�� ��� 
��
.��� ��.�����
6��� A 	
 ��������!� �� !� ��� .��-� �	���� �� ���
� ��
��
�
��� �� �	 �
� �����  ��� ��.���� ���%
 �����	� .����

�� ���
� ��
��
� 	���!	�� L0M�


�� ������

)�� Q ⊂ R ��-� ��� 
��
.��� ��.�����

���	
� Q 	
 ��� ��������!�

������ Q
⋂

(−∞,
√

2) 	
 �.�� 	� Q� Q
⋂

(
√

2,∞) 	
 �.��
	� Q� )�� U = Q

⋂
(−∞,

√
2) ��! �� V = Q

⋂
(
√

2,∞)�
U

⋃
V = Q� �� ��� )���� 	� 5�*" �� .��� 5*� U ��! V ���

!	
9�	��� U ��! V ��� �.��� �� �� ��-� ����! � 
�.����	��
�� Q� �� Q 	
 ��� ��������!�

*�#

1��� (N�  ��� 1��.���	�
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��� ������

)�� X �� � 
.���� �� {0, 1} ��-� ��� !	
����� ��.�����

���	
� X 	
 ��������! ⇐⇒ f : X −→ {0, 1} ��	�� ����	��/
��
 	�.	�
 f 	
 ���
�����

������ =⇒ )�� X �� ��������!� )�� f : X −→ {0, 1} ��
����	����
� �� ���� �� 
��� ���� f ��
� �� ���
����� ��./
.�
� f 	
 ��� ���
����� 6��� ∃ x, y ∈ X 
��� ���� f(x) =
0, f(y) = 1� f−1({0}) �= φ, f−1({1}) �= φ� �	��� f 	
 ����	��/
��
� f−1({0}) ��! f−1({1}4 ��� �.�� 	� <� 6��� ��� �
� !	
/
9�	��� 
	��� f 	
 � �����	��� ,
�� X = f−1({0}) ⋃

f−1({1})�
�� f−1({0}) ⋃

f−1{1})4 ����
 � 
�.����	�� �� X� ��� X 	

��������!� �� ��� �

��.�	�� ���� f 	
 ��� ���
���� ��
 �!
�� � ������!	��	��� �� f 	
 ���
�����

⇐= ��..�
� �-��� ����	����
 f : X −→ {0, 1} 	
 ���
�����
�� ���� �� 
��� ���� < 	
 ��������!� ��..�
� ���� 6���
X = U

⋃
V � � 
�.����	���

G�;�� f : X −→ {0, 1}, f(x) =

{
0 ��� x ∈ U

1 ��� x ∈ V

f−1({0}) = U ��	�� 	
 �.��� f−1({1}) = V ��	�� 	
 �.���
�� f 	
 ����	����
� �� f 	
 ���
����� ��� f 	
 ��� ���
�����
�� ��� �

��.�	�� ���� X 	
 ��� ��������! ��
 �! �� �
������!	��	��� �� X 	
 ��������!�


��� ������

)�� X �� =11�

���	
� X 	
 ��������!�

������ ��..�
� ���� 6��� X = U
⋃

V � � 
�.����	��� U ��!
V ��� ��
�! ��! !	
9�	��� ∃ u ∈ U, v ∈ V �

*�'
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G�;�� f : X −→ X, f(x) =

{
v ��� x ∈ U

u ��� x ∈ V

�� ��** �� .��� �5 f 	
 ����	����
� 6���7
 ��!� �����
� f
��
 �� ;8�! .�	��� ,�! X 	
 =11� �� ��� �

��.�	�� ����
X 	
 ��� ��������! ��
 ��
�� �� X 	
 ��������!�


��	 ���������

)�� X �� � 
.���� )�� x ∈ X� �� �� ��� ��	�� �� �
��������! 
��
��
 �� X ���� �����	� x ��� ���!����� �� x
	� X�


��
 ��� ���

���� φ 	
 ��������!�


��� ��� ���

)�� X �� � 
.���� �� x ∈ X� ��! �	-� {x} ⊂ X ��� 
��
.���
��.����� ���� {x} 	
 ��������!�


��� ��� ���

)�� X ��-� ��� 	�!	
����� ��.����� ���� X 	
 ��������!�


�� ��� ���

)�� X = {0, 1, 1
2
, 1

3
, . . .}� @	-� X ��� ��.���� 	� 	����	�
 �


� 
��
.��� �� R� ���� X 	
 ��� ��������!�

*��

1��� (N�  ��� 1��.���	�
 *�0


��� ��� ���

)�� X ��-� ��� !	
����� ��.�����
���� X 	
 ��������! ⇐⇒ X = φ �� X ��
 .���	
�� ���
�������


��� ��� ���

�?�	. � ;�	�� 
�� < �	�� ��� ��;�	�� ��.����� ���� < 	

��������!�


��� ��� ���

)�� U �� � ;�	�� 
��
�� �� R� �?�	. R �	�� 	�
 
���!��!
��.���� ��! U �	�� ��� 
��
.��� ��.����� ���� U 	
 ���
��������!�


�	� ������

)�� a, b ∈ R, a < b� )�� f : [a, b] −→ R �� ����	����
� 6���
f ��%�
 �� �-��� -��� ������� f(a) ��! f(b)� 6��� 	
� 	�
f(a) < f(b)� ���� ��� �-��� y ����� f(a) < y < f(b) ∃ x ∈
[a, b] 
� ���� f(x) = y� ,�! 	� f(b) < f(a)� ���� ��� �-���
y ����� f(a) > y > f(b) ∃ x ∈ [a, b] 
� ���� f(x) = y�
���
	!�� ��� ��
� ����� f(a) = f(b) . . . ��� 	
 ��� ���!	�	��
��	-	� 	� ���� ��
�H 6�� ��
�� 9�
� !�
��	��! 	
 � -��
	�� ��
��� (������!	��� N��� 6������� (� 	
 ����� ��! �� �	 ���
.��-� 	�� ��� L0M ��� � .�����


�	� ������

��..�
� ��� %��� ���� [0, 1] ⊂ R 	
 ��������!� ��! ��� %���
��� (������!	��� N��� 6������ 	
 ���� 3���� ��� ����� ���

*�0
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�� ��-� .��-�! ��	����4�

���	
� [0, 1] 	
 =11�

������ )�� f : [0, 1] −→ [0, 1] �� ����	����
� �� ���� ��

��� f ��
 � ;8�! .�	���

��
� *� f(0) = 0 �� f(1) = 1
6��� � ��
 � ;8�! .�	���

��
� �� f(0) �= 0 ��! f(1) �= 1
6��� f(0) > 0 ��! f(1) < 1� G�;�� g : [0, 1] −→ R�
g(x) = x − f(x)�
g 	
 ����	����
� $��� ���� g(0) = 0 − f(0) < 0 ��!
g(1) = 1 − f(1) > 0� �� ��� (������!	��� N��� 6�������
∃ t ∈ [0, 1] 
��� ���� g(t) = 0� ��� g(t) = t − f(t)� �� ��
��-� � t 
� ���� t = f(t)� ��! ���� t 	
 � ;8�! .�	�� �� f �
��� �	-�� �� ���	����� ����	����
 f : [0, 1] −→ [0, 1]� �� ��-�

���� ���� f ��
 � ;8�! .�	��� �� [0, 1] ��
 ��� ;8�! .�	��
.��.�����

**�

���� ,

����  !������
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������� �

��.����� %������

��� ������

)�� (X, T ′) �� � ��.���	�� 
.��� ��! �� A ⊂ X�
)�� T = {U ; U = V

⋂
A ��� 
��� V ∈ T ′}

���	
� (A, T ) 	
 � 
.����

������ *4 φ ∈ T ′� φ
⋂

A = φ� �� φ ∈ T �
X ∈ T ′� X

⋂
A = A� �� A ∈ T �

�4 ��..�
� ��� ��-� � �����	�� {Uα}α∈J � U
open
α ⊂ T ∀α ∈ J �

���� 2α C Nα

⋂
, ��� 
��� Nα ∈ 67�⋃

α∈J Uα =
⋃

α∈J(Vα

⋂
A) = (

⋃
α∈J Vα)

⋂
A� 3���H4

�	��� ���� Vα 	
 �.�� 	� <�
⋃

α∈J Vα 	
 �.�� 	� <�
��

⋃
α∈J Uα 	
 �.�� 	� ,�

54 )�� U1, U2 ∈ T � 6��� U1 = V1

⋂
A ��� 
��� V1 ∈ T ′�

,�! U2 = V2

⋂
A ��� 
��� V2 ∈ T ′�

�� U1

⋂
U2 = (V1

⋂
A)

⋂
(V2

⋂
A) = (V1

⋂
V2)

⋂
A�

�	��� T ′ 	
 � ��.����� V1

⋂
V2 ∈ T ′�

�� U1

⋂
U2 	
 �.�� 	� A�

**5
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��	 ���������

)�� (X, T ′) �� � 
.���� )�� A ⊂ T � ��! �� T �� !�;��! �

	� *�*� 6��� �� �� T ��� ��/�!��� ��!�"��# �� A� ��

�� A 	����	�
 ��	
 ��.���� �
 � 
��
�� �� X�

��
 �������

)�� (0, 1) = A ⊂ R� )�� R ��-� ��� 
���!��! ��.���� ��!
�	-� A ��� 
��
.��� ��.����� )�� (0, 1

2
] = B�

���	
� B 	
 ��
�! 	� A�

������ �� ���� �� 
��� ���� A − B 	
 �.�� 	� A�
A − B = (1

2
, 1)�

6� 
��� ��	
 	
 �.�� 	� A �� ���! �� 
��� ���� (1
2
, 1) =

U
⋂

A ��� 
��� Uopen ⊂ R� )�� U = (1
2
, 1)� Uopen ⊂ R� ��!

U
⋂

A = (1
2
, 1)�

�� A − B 	
 �.�� 	� A� �� B 	
 ��
�! 	� A�

��� ��� ���

)�� (0, 1) ⊂ R� )�� R ��-� ��� 
���!��! ��.����� ��!
�� (0, 1) ��-� ��� 
��
.��� ��.����� ���� L1

4
� 3

8
M 	
 ��
�!

	� (0, 1)�

������ (0, 1) − [1
4
, 3

8
] = (0, 1

4
)
⋃

(3
8
, 1)�

2
� ��	
 �� 
��� [1
4
, 3

8
] 	
 ��
�! 	� (0, 1)�
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 ���� � ��
�! 
�� 	� ��� 
��
.���
��.���� ��� �� ��� ��� �� ��
�! 	� ��� �	� 
.����

�� ��� ���

)�� A = [0, 1]� ���
	!�� A �
 � 
��
.��� �� R �	�� ���

���!��! ��.����� ���� (0, 1

2
] 	
 ��� ��
�! 	� A�

��� ������

)�� R ��-� ��� 
���!��! ��.����� )�� T �� ��� 
��
.���
��.���� N 	����	�
 ���� R� )�� T ′ �� ��� !	
����� ��.����
�� N�

���	
� T = T ′

������ T ⊂ T ′�
(� ��� !	
����� ��.���� �� N� �-��� 
��
�� �� N 	
 �.��� ��
	� U ∈ T ���� U ⊂ N ��! ���
 U ∈ T ′�

T ′ ⊂ T �
)�� U ∈ T ′� ��..�
� �� %��� ���� {x} ∈ T ∀ x ∈ N�
6��� �� ���! %��� ���� U ���! ��-� �� �� �.�� 3
	���
U =

⋃
x∈U{x}4� )�� x ∈ N� 6��� {x} = (x − 1

2
, x + 1

2
)
⋂

N�
�� {x} ∈ T � �� ��� ���-� �������� T ′ ⊂ T ��! �� ���
!����

��� ��� ���

)�� R ��-� ��� 
���!��! ��.����� Z ⊂ R� @	-� Z ��� 
��/

.��� ��.����� ���� ���		�� ��.���� 	
 ��	
H 3E	��� 	� 	
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��� ��� ���

)�� X ��-� ��� !	
����� ��.����� )�� A ⊂ X ��-� ���

��
.��� ��.����� T � ���� T 	
 ��� 
��� �
 ��� !	
�����
��.���� �� A�

���� ��� ���

)�� X ��-� ��� 	�!	
����� ��.����� )�� A ⊂ X ��-� ���

��
.��� ��.����� T � ���� T 	
 ��� 
��� �
 ��� 	�!	
�����
��.���� �� A�

���� ��� ���

)�� R ��-� ��� 
���!��! ��.����� [0, 1] ⊂ R ��� 
��
.���
��.����� )�� a, b ∈ R� 0 < a < b < 1� ���� [0, a) ��! (b, 1]
��� �.�� 	� [0, 1]�

���	 ������

)�� R ��-� ��� 
���!��! ��.����� )�� [0, 1] ⊂ R ��-� ���

��
.��� ��.�����

���	
� [0, 1] 	
 � ������� �� R�

������ G�;�� f : R −→ [0, 1]� f(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

0 ��� x < 0

1 ��� x > 1

x ��� x ∈ [0, 1]
� 	
 ��/!�;��!�

�� ���! �� 
��� f 	
 ����	����
�
)�� B = {U ⊂ [0, 1]; U = [0, a) �� U = (b, 1] �� U = (a, b)}
��� a, b ∈ R ��! 0 < a < b < 1� B 	
 � ��
	
 ��� ��� ��.����
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�� [0, 1] 3���H4� )�� B1 ∈ B� 6��� f−1(B1) = (−∞, a) ��
f−1(B1) = (a,∞) �� f−1(B1) = (a, b)� �� f−1(B1) 	
 �.�� 	�
R ��� �-��� ��
	
 ������ B1� �� f 	
 ����	����
� �� [0, 1] 	

� ������� �� R�

���
 ��� ���

)�� R ��-� ��� 
���!��! ��.����� ��! �� [0, 1) ⊂ R ��-�
��� 
��
.��� ��.����� ���� [0, 1) 	
 ��� =11�

���� ��� ���

*4 (
 ��� 
��
.��� �� �� =11 
.��� �
� =11H
�4 �8��	�� 
��
.���
 �� �������
�
54 �8��	�� 
��
.���
 �� � 
.��� �	�� ��� ��;�	�� ��.�����

���� ��� ���

)�� X �� � 
.���� �� A ⊂ X ��-� ��� 
��
.��� ��.�����
)�� C ⊂ A� ���� Cclosed ⊂ A =⇒ ∃ V closed ⊂ X 
��� ����
C = V

⋂
A�

��� ������

���
	!�� [0, 1] �
 � 
��
.��� �� R �	�� ��� 
���!��! ��.�����
6�� �� ;�! � ��
�! 
�� 	� [0, 1] ���� 	
 ��� ��
�! 	� R�
3E	��� G��� ��� ��� ��� ����4
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���� ��� ���

)�� X �� � 
.���� ��..�
� A ⊂ B ⊂ X� ��! B 	
 �?�	..�!
�	�� ��� 
��
.��� ��.����� ��..�
� A 	
 ��
�! 	� B ��! B
	
 ��
�! 	� X� ���� A 	
 ��
�! 	� X� 3E	��� *�*" 	
 �
���4

���� ������

��� !��
 ��	
 �8.�	� ��� �	�� 	� *�*#H

**�

������� �

��
�� ����� %������/

01%������

	�� ������

)�� B = {[a, b); a, b ∈ R� ��! a < b}

���	
� B 	
 � ��
	
 ��� � ��.���� �� R �

������ *4 )�� x ∈ R� x ∈ [x, x + 1) ∈ B

�4 )�� x ∈ B1, B2� 6��� B1 = [a1, b1) ��! B2 = [a2, b2)
��� 
��� a1, a2, b1, b2 ∈ R �	�� a1 < b1 ��! a2 < b2�
)�� a = max{a1, a2}� )�� b = min{b1, b2}� )�� B3 = [a, b)�
B3 ∈ B� ��! x ∈ B3 ⊂ B1

⋂
B2�

	�	 ���������

���� �� �?�	. R �	�� ��� ��� ��.���� ��������! �� ���
��
	
 B ���� ��*� R 	
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	�
 ������

)�� K = { 1
n
; n ∈ N}�

)�� B = {U ; U = (a, b) �� U = (a, b) − K ��� 
��� a, b ∈ R

�	�� a < b}

���	
� B 	
 � ��
	
 ��� � ��.���� �� R�

������ *4 )�� x ∈ R� 6��� x ∈ (x − 1, x + 1) ∈ B�

�4 )�� x ∈ B1

⋂
B2, B1, B2 ∈ B�

)��7
 �� ��
	
 
��
 �� ��� ���� (a, b) 6�.� *� ��! ��7
 ��
��
	
 
��
 �� ��� ���� (a, b) − K 6�.� ��

��
� *� B1, B2 ��� ���� 6�.� *�

6��� B1 = (a1, b1)� B2 = (a2, b2)� )�� a = max{a1, a2} ��!
�� b = min{b1, b2}� )�� B3 = (a, b)� 6��� B3 ∈ B� ��!
x ∈ B3 ⊂ B1

⋂
B2�

��
� �� B1, B2 ��� ���� 6�.� ��

6��� B1 = (a1, b1) − K� B2 = (a2, b2) − K� )�� a =
max{a1, a2} ��! �� b = min{b1, b2}� )�� B3 = (a, b) − K�
6��� B3 ∈ B� ��! x ∈ B3 ⊂ B1

⋂
B2�

��
� 5� B1 	
 6�.� *� ��! B2 	
 6�.� ��

6��� B1 = (a1, b1), B2 = (a2, b2) − K� )�� a = max{a1, a2}
��! �� b = min{b1, b2}� )�� B3 = (a, b)−K� 6��� B3 ∈ B�
��! x ∈ B3 ⊂ B1

⋂
B2�
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	�� ���������

���� �� �?�	. R �	�� ��� ��.���� ��������! �� ��� ��
	

B 	� ��5� �� 
�� R 	
 �?�	..�! �	�� ��� 2	��!�"��#�

	�� ��� ���

�?�	. R �	�� ��� ���� 	�	� ��.����� )�� a, b ∈ R� a < b�
���� (a, b) 	
 �.�� 	� R�
3E	��� ���� ���� (a, b) =

⋃
x∈(a,b)[x, b)4

	� ��� ���

�?�	. R �	�� ��� ���� 	�	� ��.����� )�� a ∈ R� ����
(−∞, a) 	
 ���� �.�� ��! ��
�! 	� R�

	�� ��� ���

�?�	. R �	�� ��� ���� 	�	� ��.����� )�� a ∈ R� ����
[a,∞) 	
 ���� �.�� ��! ��
�! 	� R�

	�� ��� ���

�?�	. R �	�� ��� ���� 	�	� ��.����� )�� a ∈ R� ����
(a,∞) 	
 ���� �.�� ��! ��
�! 	� R�

	�� ��� ���

)�� T �� ��� ���� 	�	� ��.���� �� R� ���� (R, T ) 	
 ���
��������!�

*�*
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	��� ��� ���

�?�	. R �	�� ��� ���� 	�	� ��.����� )�� a, b ∈ R, a < b�
���� [a, b] 	
 ��� �.���

	��� ������

)�� T �� ��� 
���!��! ��.���� �� R� ��! �� T ′ �� ��� K
��.�����

���	
� T ⊂ T ′

������ )�� U ∈ T � F��� ���� � ��
	
 ��� T 	
 ��� 
�� �� �
�.�� 	����-�
 	� R� �� U 	
 � ��	�� �� �.�� 	����-�
 	� R�
��� �� ��+� U ∈ T ′ 3���H4�

*��

������� �

��������	� �����


�� ���������

)�� X = {0, 1}� )�� T = {φ, {0, 1}, {0}}� �� �� (X, T ) ���
���%!���3� �!����


�	 �������

)�� X �� ��� �	��.	�
%	 
.���� )�� Y �� � 
�� �	�� .���	
��
��� ������
 x ��! y� )�� ��� �.�� 
��
 	� Y �� φ, Y, ��!
{x}�

���	
� X 	
 ��������.�	� �� Y �

������ 6� 
��� X 	
 ��������.�	� �� Y � �� �	 ���
����� �
��������.�	
� f : X −→ Y � )�� f(0) = x� ��! f(1) = y�
�� 
��� ���� ��	
 !�;��
 ��� !�
	��! ��������.�	
��

f 	
 ��/!�;��! ��! f 	
 �	9���	-��
f 	
 ����	����
�
6���� ��� ����� �.�� 
��
 	� Y � ��7 ��%� ��� 	�-��
� 	����
�� ���� ��! ��%� 
��� 	� 	
 �.���
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f−1(φ) = φ� ��	�� 	
 �.�� 	� X�
f−1(Y ) = X� ��	�� 	
 �.�� 	� X�
f−1({x}) = {0}� ��	�� 	
 �.�� 	� X�
�� f 	
 ����	����
�

f−1 	
 ����	����
�
�	��� (f−1)−1 = f � �� �	 9�
� ����% ���� ��� 	���� �� ����
�.�� 
�� 	� X ��!�� f 	
 �.�� 	� Y �

f(φ) = φ ��	�� 	
 �.�� 	� Y �
f(X) = Y ��	�� 	
 �.�� 	� Y �
f({0}) = {x} ��	�� 	
 �.�� 	� Y �
�� f−1 	
 ����	����
�

�� �� ��� !����


�
 ������

���	
� 6�� �	��.	�
%	 
.��� 	
 ��������!�

������ )�� X �� ��� �	��.	�
%	 
.���� ��..�
� X 	
 ���
��������!� 6��� ∃ U, V ���� ���� � 
�.����	�� �� X� �	���
���� U ��! V ��� �.��� ���/��.��� ��! !	
9�	��� U �� V
��
 �� �?�� {0}� 3���H4 �	����� �

 �� ������	��� 
��
U = {0}� �	��� X = U

⋃
V ��! U ��! V ��� !	
9�	���

V ��
� �?�� {1}� ,�! V 	
 �.��� �� �

��.�	��� ���
V = {1} 	
 ��� �.��� �� ��� �

��.�	�� ���� X 	
 ���
��������! ��
 �! �� � ������!	��	��� �� X 	
 ��������!�


�� ��� ���

)�� Y �� ��� �	��.	�
%	 
.���� ���� Y ��! R ��� ��������!�
$��� ���� ��	
 !��
 ��� �� �
 ���� Y 	
 ��������.�	� �� R�
6��	� ���� ��	�� ��������! 	
 ��� ��.�� 	� !��	!	�� �������
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���� ��� ��������.�	� �� ���� �� !� ����-�� %��� ���� Y
	
 ��� ��������.�	� �� R� E��H


�� ��� ���

)�� X �� ��� �	��.	�
%	 �.���� ���� ��� � ��� ��
�! 
��

�� XH ���� ��� � ��� �.�� 
��
 �� XH


� ������

)�� < �� ��� �	��.	�
%	 
.����

���	
� < 	
 =11�

������ )�� f : X −→ X �� ����	����
� �	��� {0} 	
 �.���
f−1({0}) ��
� �� �.���
��
� *� f−1({0}) = X
6��� f(0) = 0� ��! f ��
 ;8�! .�	�� 0�
��
� �� f−1({0}) = φ
6��� f(1) = f(0) = 1� ,�! f ��
 ;8�! .�	��� 1�
��
� 5� f−1({0}) = {0}
6��� f(0) = 0� ��! f ��
 ;8�! .�	�� 0� �� X 	
 FPP �
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*�#

������� �

���� ���������

��� ���������

)�� X �� � 
.���� )�� [0, 1] ⊂ R ��-� ��� 
��
.��� ��.�����
)�� a, b ∈ X� �� 
�� f 	
 � !��* 	� X ���� a �� b ����
f : [0, 1] −→ X� f 	
 ����	����
� f(0) = a� ��! f(1) = b�

��	 �������

)�� f : [0, 1] −→ R, f(x) = (1 − x)(a) + x(b)� )�� a, b ∈ R�

���	
� f 	
 � .��� ���� a �� b�

������ f 	
 ����	����
� f(0) = a� f(1) = b�

��
 ���������

)�� X �� � 
.���� �� 
�� X 	
 !��* ��������$ 	� ���
����	�� 	
 �����
∀ x, y ∈ X ∃ � .��� 	� X ���� x �� y�

*�'
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��� ������

)�� X = φ, Y = {y}�

���	
� X ��! Y ��� ���� .��� ��������!�

������ X ��! Y 
��	
�� .��� �������!��

 -�����
��

��� ������

���	
� R 	
 .��� ��������!�

������ +��

�� ������

���	
� 6�� �	��.	�
%	 �.��� 	
 .��� ��������!�

������ X = {0, 1}� )�� T = {φ, {0, 1}, {0}}� )�� x, y ∈
X, x �= y� 6���� �	����� �

 �� ������	��� �� ��� 
�� x = 0
��! y = 1� �� ���� �� ���
����� � .��� ���� x �� y� �� ��
���� � �����	�� f : [0, 1] −→ X ���� 	
 ����	����
 
��� ����
f(0) = x, f(1) = y� )�� f(0) = 0, f(1) = 1, f(t) = 0 ∀ t ∈
(0, 1)� �� ����% ���� f 	
 ����	����
�

f−1(φ) = φ� ��	�� 	
 �.�� 	� [0, 1]�

f−1(X) = [0, 1]� ��	�� 	
 �.�� 	� [0, 1]�

f−1({0}) = [0, 1) = (−1
2
, 1)

⋂
X� �	��� (−1

2
, 1) 	
 �.�� 	� R�

(−1
2
, 1)

⋂
X 	
 �.�� 	� [0, 1]�

�� �� ��-� 
���� ���� f 	
 ����	����
�

*��

1��� N�  ��� �8��.�
 *�0

�� �� ��-� 
���� ���� X 3��	�� 	
 ��� �	��.	�
%	 �.���4 	

.��� ��������!�

��� ������

)�� X �� .��� ��������! ��! f : X −→ Y �� � ��������/
.�	
��

���	
� Y 	
 .��� ��������!�

������ )�� x, y ∈ Y, x �= y� �	��� f 	
 ��/!�;��!� f−1(x) �=
f−1(y)� �� �� ��-� � .��� g 	� X ���� f−1(x) �� f−1(y)�
6��� 	
 g : [0, 1] −→ X� g 	
 ����	����
� g(0) = f−1(x) ��!
g(1) = f−1(y)� )��7
 ��% �� f ◦ g : [0, 1] −→ Y � (� ���! ��
�	�� 	� f ◦ g ��
 � .��� ���� x �� y�

�

�� f ◦ g 	
 � .��� ���� x �� y�

����� �� �

�� f ◦ g 	
 ����	����
� �� ��� �� .��� ���
(f ◦ g)(0) = f(g(0)) = f(f−1(x)) = x
(f ◦ g)(1) = f(g(1)) = f(f−1(y)) = y

�� ��� )����� �� ��� !����

��� ������

���	
� 1��� ��������!��

 	
 � ��.���	�� .��.����
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��� ������

)�� < �� .��� ��������!�

���	
� < 	
 ��������!�

������ )�� x, y ∈ X� �� 
��� x ��! y ��� 	� ��� 
��� ���/
.����� �� X� (� ��	
 	
 ����� ���� �� ��-� 
���� ���� �����
	
 ��� ��� ���.����� �� X� 6��� 	
� X 	
 ��������!�

�	��� X 	
 .��� ��������!� �� ��� ����
� � .��� f ����
x �� y� f : [0, 1] −→ X� �	��� [0, 1] 	
 ��������!� f([0, 1])
	
 ��������!� �� 5�# �� .��� *�"� �� x ��! y 3��	�� ��� 	�
��� 	���� �� f4 	� 	� ��� 
��� ���.����� �� x� �	��� x ��!
y ���� ���	������ X 	
 ��������!�

���� ������

)�� X ��-� ��� 	�!	
����� ��.�����

���	
� X 	
 .��� ��������!�

������ )�� x, y ∈ X� G�;�� f : [0, 1] −→ X, f(0) = x, f(t) =
y ∀ t ∈ (0, 1]� �� ��*� �� .��� �5� f 	
 ����	����
� f 	
 �
.��� ���� x �� y� �� X 	
 .��� ���������!�

*5�

���� ,�

���������� �!����
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������� �

T1

��� ���������

)�� X �� � 
.���� �� 
�� X 	
 T1 3���! >��� / ���74 	� {x} 	

��
�! 	� X ��� �-��� x ∈ X�

��	 �������

)�� R ��-� ��� 
���!��! ��.�����

���	
� R 	
 T1�

������ +�# �� .��� #*

��
 �������

)�� X �� � 
.���� �	�� ��� ��;�	�� ��.�����

���	
� X 	
 T1�

������ +�+ �� .��� #�
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��� ������

)�� X �� � 
.����

���	
� X 	
 T1 ⇐⇒ ∀ !	
�	��� a, b ∈ X∃ Ua, Ub 3��	�����/
���!
 �� � ��! � ��
.���	-��4 
��� ���� a /∈ Ub ��! b /∈ Ua�

������ =⇒ ��..�
� X 	
 T1� )�� a, b ∈ X, a �= b� {a}, {b}
��� ��
�!� 
	���X 	
 T1� )�� Ua = X−{b} ��! Ub = X−{a}�
a ∈ Ua ��! b ∈ Ub� Ua ��! Ub ��� �.��� b /∈ Ua, a /∈ Ub�

⇐= ��..�
� ∀ !	
�	��� a, b ∈ X ∃ Ua, Ub 3��	��������!
 ��
� ��! � ��
.����	-��4 
��� ���� a /∈ Ub ��! b /∈ Ua� )��
x ∈ X� �� ���� �� 
��� {x} 	
 ��
�!� �� �� ���� �� 
���
���� X −{x} 	
 �.��� )�� y ∈ X − {x}� (� �� ��� 
��� y 	

�� 	����	�� .�	�� �� X−{x}� ���� ���! �� �	��� 6��� �-���
.�	�� �� X − {x} 	
 �� 	����	�� .�	�� �� X − {x}� ��! ���

X − {x} ���! �� �.�� �� "�" �� .��� ##� ,�! {x} ���!
�� ��
�!� ,�! �� ���! �� !����

�

�� y 	
 �� 	����	�� .�	�� �� X − {x}
����� �� �

�� �	��� x �= y� �� ��-� Ux ��! Uy ��	��/
������!
 �� x ��! y �	�� x /∈ Uy� y /∈ Ux� �	��� x /∈ Uy�
Uy ⊂ X − {x}� �� �� ��-� � ��	��������! �� y ���� 	
 ���/
��	��! 	� X − {x}� �� y 	
 �� 	����	�� .�	�� �� X − {x}�

�� �� ��� !����

��� ������

)�� T �� ��� ���� 	�	� ��.���� �� R�

���	
� (R, T ) 	
 T1�

*5+

1��� N(� ��.����	�� �8	��
 *5"

������ )�� x ∈ R� �� ���� �� 
��� {x} 	
 ��
�! 	� R� ��
�	 
��� R − {x} 	
 �.��� R − {x} = (−∞, x)

⋃
(x,∞)�

�� ��# �� .��� *�* ��! ��� �� .��� *�* R−{x} 	
 �.��� ��
{x} 	
 ��
�!� ��! (R, T ) 	
 T1�

�� ������

)�� X �� T1� )�� A ⊂ X� A �?�	..�! �	�� ��� 
��
.���
��.�����

���	
� A 	
 T1�

������ )�� a ∈ A� {a} 	
 ��
�! 	� X� �� X − {a} 	
 �.��
	� <� �� A

⋂
(X − {a}) 	
 �.�� 	� A� ��� A

⋂
(X − {a}) =

A − {a} 3���H4� �� A − {a} 	
 �.�� 	� A� �� {a} 	
 ��
�!
	� A� �� A 	
 T1�
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*5#

������� �

T2 1 *������2 ������

	�� ���������

)�� X �� � 
.���� �� 
�� < 	
 T2 3�� ,���$�%44 ���� ���
����	�� 	
 ����� x, y ∈ X ��! x �= y =⇒ ∃ !	
9�	�� �.��

��
 U ��! V 
��� ���� x ∈ U ��! y ∈ V �

	�	 ������

)�� X �� T2�

���	
� X 	
 T1�

������ ��
� *� X = {x}�
6��� {x} = X 	
 ��
�!� �� X 	
 T1�

��
� �� X ��
 ���� ���� ��� �������
)�� x ∈ X� �� ���� �� 
��� ���� {x} 	
 ��
�!� �� �� ����
�� 
��� X−{x} 	
 �.��� )�� y ∈ X−{x}� �	��� X 	
 T2� ��
%��� ∃U, V �.��� !	
9�	�� 
��� ���� x ∈ U ��! y ∈ V � V 	

� ��	��������! �� y� ��! V ⊂ X − {x}� �� y 	
 �� 	����	��
.�	�� �� X − {x}�
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�� ��� �� ���	����� y� �� ��-� 
���� y ∈ X − {x} 	
 ��
	����	�� .�	�� �� X −{x}� ��� �� "�" �� .��� ##� X −{x} 	

�.��� �� {x} 	
 ��
�!�

�� X 	
 T1�

	�
 ������

)�� R ��-� ��� 
���!��! ��.�����

���	
� R 	
 T2�

������ )�� a, b ∈ R� a �= b� �	����� �

 �� ������	��� �
/

��� ���� a < b� )�� U = (a − 1, a+b

2
)� V = (a+b

2
, b + 1)� U

��! V ��� �.��� U ��! V ��� !	
9�	��� a ∈ U � b ∈ B� �� R

	
 T2·

	�� ������

)�� X �� � E��
!��� 
.���� Y ⊂ X�

���	
� Y 	
 E��
!����

������ )�� a, b ∈ Y � a �= b� �	��� a, b ∈ X� ∃ !	
9�	�� ��	��/
������!
 3�.�� 	� X4 �� a ��! b� U ��! V � Y

⋂
U � Y

⋂
V

��� !	
9�	��� ���/��.��� ��! ��	��������!
 �� a ��! b 3�.��
	� Y 4� �� Y 	
 E��
!����

	�� ������

)�� X, Y �� 
.���
� Y E��
!���� f : X −→ Y � ����	����
�
*/* �����	���

*5�

1��� N(� ��.����	�� �8	��
 *50

���	
� X 	
 E��
!����

������ )�� x, y ∈ X� x �= y� �	��� f 	
 */*� f(x) �= f(y)� ��
�� ��-� !	
9�	�� �.�� 
��
 U, V 
��� ���� f(x) ∈ U, f(y) ∈ V �
�	��� f 	
 ����	����
� f−1(U) ��! f−1(V ) ��� �.��� �	���
f(x) ∈ U ��! f(y) ∈ V � x ∈ f−1(U) ��! y ∈ f−1(V )�

�

�� f−1(U)
⋂

f−1(V ) = φ�

����� �� �

�� ��..�
� f−1(U) ��! f−1(V ) ��� ��� !	
/
9�	��� 6��� ∃ a ∈ f−1(U)

⋂
f−1(V )� �� a ∈ f−1(U) ��!

a ∈ f−1(V )� �� f(a) = b ∈ U ��! f(a) = c ∈ V � ���
f 	
 ��/!�;��!� 
� b = c� 6���7
 ��!� 
	��� 	� 	�.	�

b ∈ U

⋂
V = φ� �� ��� �

��.�	�� ���� U ��! V ��� ���

!	
9�	�� ��
 �! �� � ������!	��	��� �� U ��! V ��� !	
9�	���

	� ������

���	
� E��
!��� 	
 � ��.���	�� .��.�����

������ ��" 3���H4

	�� ������

)�� (X, T ) �� � E��
!��� 
.���� )�� T ′ �� � ��.���� �� X
�	�� T ⊂ T ′�

���	
� (X, T ′) 	
 E��
!����

������ )�� a, b ∈ X� a �= b� 6��� 
	��� (X, T ) 	
 E��
!����
�� ��-� !	
9�	�� U, V ∈ T 
��� ���� a ∈ U � b ∈ V � ,�!

	��� T ⊂ T ′� U, V ∈ T ′� �� (X, T ′) 	
 E��
!����
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	�� ������

)�� T �� ��� ���� 	�	� ��.���� �� R�

���	
� (R, T ) 	
 E��
!����

������ )�� a, b ∈ R� a �= b� �	����� �

 �� ������	��� �
/

��� a < b� )�� x = a+b

2
� 6��� a ∈ [a, x) ��! b ∈ [x, b + 1)�

[a, x) ��! [x, b + 1) ��� !	
9�	�� �.�� 
��
� �� R� �	�� ���
���� 	�	� ��.����� 	
 E��
!����

	�� ������

)�� T �� ��� O/��.���� �� R�

���	
� (R, T ) 	
 E��
!����

������ 6�	
 	
 ��	-	� �� ��** �� .��� *��� ��5 �� .��� *5��
��! ��' �� ��� .��-	��
 .���� ���H

	��� ������

)�� f, g : X −→ Y �� ����	����
� )�� Y �� T2� )��
A = {x ∈ X; f(x) = g(x)}�

���	
� A 	
 ��
�! 	� X�

������ �� 
��� ���� X − A 	
 �.�� 	� X� X − A = {x ∈
X; f(x) �= g(x)}� )�� a ∈ X − A� 6��� f(a) �= g(a) ��!
f(a), g(a) ∈ Y � �	��� Y 	
 T2� �� ��-� �.��� !	
9�	�� U, V

��� ���� f(a) ∈ U � g(a) ∈ V � �� a ∈ f−1(U) ��	�� 	
 �.��
�� ����	��	�� �� f � ,�! a ∈ g−1(V ) ��	�� 	
 �.�� �� ���/
�	��	�� �� g� )�� W = f−1(U)

⋂
g−1(V )� W 	
 �.��� ,�!

a ∈ W � (� ���! �� �	�� 	� W ⊂ X − A� (� ���� ���� �����
���� �� �	 ��-� ����! � ��	��������! W �� a� �����	��!

*+�
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	� X − A� 6��� ���! ��%� a �� 	����	�� .�	�� �� X − A�
�	��� a ��
 ���	������ ���� ���! ��%� X − A �.��� �� A
���! �� ��
�!�

�

�� W ⊂ X − A

����� �� �

�� �� 
���W
⋂

A = φ� ��..�
� x ∈ W
⋂

A�
6��� 
	��� x ∈ W � �� ��-� f(x) ∈ U � g(x) ∈ V � ���� 
	���
x ∈ A� �� ��-� f(x) = g(x)� 6�	
 	�.	�
 U

⋂
V �= φ� ���

U ��! V ��� !	
9�	��� �� ��� �

��.�	�� ���� W
⋂

A �= φ 	

��
�� �� W

⋂
A = φ�

	��� ������

)�� X �� T2� )�� Y �� � ������� �� X�

���	
� Y 	
 ��
�! 	� X�

������ �� 
��� X − Y 	
 �.�� 	� X� )�� x ∈ X − Y � ��
���� �� 
��� x 	
 �� 	����	�� .�	�� �� X − Y �
�	��� Y 	
 � ������� �� X� �� ��-� ����	����
 r : X −→ Y
�	�� r(y) = y ∀ y ∈ Y �
r(x) ∈ Y � �	��� X 	
 T2� ∃ U, V open ⊂ X� �	�� U

⋂
V = φ

��! x ∈ U � r(x) ∈ V � �	��� V open ⊂ X� (V
⋂

Y )open ⊂ Y �
�	��� r 	
 ����	����
� r−1(V

⋂
Y ) 	
 �.�� 	� X�

�	��� r(x) ∈ V ��! r(x) ∈ Y � x ∈ r−1(V ) ��! x ∈ r−1(Y )�
�� x ∈ r−1(V

⋂
Y )�

�� �� ��-� x ∈ U ��! x ∈ r−1(V
⋂

Y )�
�� x ∈ U

⋂
(r−1(V

⋂
Y ))� ��	�� 	
 �.��� (� ���! �� �	�� 	�

U
⋂

(r−1(V
⋂

Y ) ��! Y ���� !	
9�	��� (� ���� ��
� �� ���!
��-� 
���� ���� x 	
 �� 	����	�� .�	�� ��X−Y ��! �� ���!
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�� !����

�

�� 3U
⋂

(r−1(V
⋂

Y ))
⋂

Y = φ

����� �� �

�� ��..�
� ���� 6��� x ∈ U � x ∈ r−1(V
⋂

Y )
��! x ∈ Y � �� r(x) ∈ V ��! r(x) ∈ Y ��! x ∈ Y � �	���
x ∈ Y � r(x) = x� ��� r(x) ∈ V � �� x ∈ V � �� �� ��-�
x ∈ U

⋂
V = φ� ��	�� 	
 ��!� �� ��� �

��.�	�� ����

U
⋂

(r−1(V
⋂

Y ) ��! Y ��� ��� !	
9�	�� ��
 �! �� � ���/
���!	�	���� �� U

⋂
(r−1(V

⋂
Y ) ��! Y ��� !	
9�	���

�� ��� ���-� �������
 �� ��� !����
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�� ���������

)�� X �� � 
.���� �� 
�� X 	
 T3 3�� %���"�%4 ���� X 	

T1 ��! ��� ����	�� 	
 �����
x ∈ X� Cclosed ⊂ X� ��! x /∈ C =⇒ ∃ !	
9�	�� �.�� 
��
 U
��! V 
��� ���� x ∈ U � ��! C ⊂ V �


�	 ������

)�� X �� T3�

���	
� X 	
 T2�

������ )�� x, y ∈ X� �	��� X 	
 T1� �� %��� {x} 	
 ��
�!�
�	��� X 	
 ������� ∃ U, V �.��� !	
9�	�� 
��� ���� {x} ⊂ U
��! y ∈ V � ,�! 
	��� {x} ⊂ U � x ∈ U � �� �� ��-� 
����
X 	
 T2�
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�
 �������

)�� T �� ��� 
���!��! ��.���� �� R�

���	
� (R, T ) 	
 T3�

������ )�� a ∈ R� Cclosed ⊂ R� a /∈ C� �� "�# �� .��� #'�
a 	
 ��� � 	�	� .�	�� �� C� �� ∃ W � ��	��������! �� a�
W ⊂ R−C� �� ��-� � ��
	
 ��� T � � �.�� 	����-�
 	� R� ��
W 	
 � ��	�� �� �.�� 	����-�
 	� R� ��� �� ��� ;�! �� �.��
	����-� 	� R� (x, y) 
� ���� a ∈ (x, y) ⊂ W ⊂ R − C� ,
��
�� ��-� a ∈ (x+a

2
, a+y

2
)� ��! C ⊂ (−∞, x+a

2
)
⋃

(a+y
2

,∞)� )��
U = (x+a

2
, a+y

2
)� V = (−∞, x+a

2
)
⋃

(a+y
2

,∞)� U ��! V ���
�.��� !	
9�	�� 
��
� ,�! a ∈ U � C ⊂ V �


�� ������

���	
� T3 	
 � ��.���	�� .��.�����

������ )�� f : X −→ Y �� � ��������.�	
�� )�� X ��
T3� )�� Aclosed ⊂ Y � y ∈ Y − A� 6��� f−1(A)closed ⊂ X�
,�! f−1(y) ∈ X − f−1(A) 3���H4� �	��� X 	
 ������� ��
��-� !	
9�	�� �.�� 
��
 U, V ⊂ X 
��� ���� f−1(y) ∈ U ��!
f−1(A) ⊂ V � f(U) ��! f(V ) ��� �.�� ��! !	
9�	�� 3���H4�
,�! y ∈ f(U)� A ⊂ f(V )� �� Y 	
 ������� �� T3 	
 �
��.���	�� .��.�����


�� ���������

)�� X �� � 
.���� �� 
�� X 	
 T4 3�� ��%��"4 ���� ���
����	�� 	
 �����

A ��! B ��
�! 
��
��
 �� X =⇒ ∃ !	
9�	�� �.�� 
��
 U ��!
V 
��� ���� A ⊂ U � ��! B ⊂ V �

*++

������� �

������� ������

��� ���������

)�� X �� � 
.���� ��! �� {Uα} �� � �����	�� �� �.�� 
��

	� X� 6��� �� 
�� {Uα} 	
 �� �!�� ��7�%��� �� X 	�
∀ x ∈ X� x ∈ Ub ��� 
��� Ub ∈ {Uα}�

��	 �������

)��7
 ��% �� R �	�� ��� 
���!��! ��.�����
)�� Un = (−n, n)� 6��� {Un}n∈N 	
 �� �.�� ��-��	�� ��
R�

��
 ���������

)�� X �� � 
.��� ��! �� {Uα} �� �� �.�� ��-��	�� �� X� ,
��/��7�% �� {Uα} 	
 � �����	�� �� 
��� �� ��� ������
 ��
{Uα} ���� ����
 �� �.�� ��-�� �� X�
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��� ���������

)�� X �� � 
.��� ��! �� {Uα} �� �� �.�� ��-��	�� �� X� ,
'���� ��/��7�% �� {Uα} 	
 � 
����-�� �� {Uα} ���� ��
 �
;�	�� ������ �� ������
�

��� ���������

)�� X �� � 
.���� X 	
 
�	! �� �� ���!��� ���� ��� ����/
	�� 	
 ����� =�� ��� �.�� ��-��	�� {Uα} �� X� ∃{U1, . . . , Un}
� ;�	�� 
����-�� �� {Uα}·

�� ��� ���

)�� X �� � ;�	�� ��.���	�� 
.���� ���� X 	
 ���.����

��� ��� ���

���� [0, 1] ⊂ R 	
 ���.����

��� ��� ���

���� [0, 1] ⊂ R 	
 ��� ��������.�	� �� (0, 1) ⊂ R�

��� ������

)�� Aclosed ⊂ Xcompact� ���� A 	
 ���.����

������ )�� J �� � ��-��	�� �� A �� 
��
 �.�� 	� X� 6���
J

⋃{X − A} 	
 �� �.�� ��-��	�� �� X� ��� 
��� ;�	�� 
��/
�����	�� �� J

⋃{X −A} ��-��
 X� 6�	
 ;�	�� 
����-�� �	
�
� ��-�� A� �� A 	
 ���.����
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���� ��� ���

)�� Acompact ⊂ XT2 � ���� A 	
 ��
�!�

���� ��� ���

�?�	. R �	�� ��� 
���!��! ��.����� )�� a, b ∈ R, a < b�
���� ���� �� ��� ����	�� ��� ���.��� 	� R�
(a, b), [a, b), (a, b]

���	 ��� ���

���
	!�� [0, 1], (0, 1), [0, 1), (0, 1] �
 
��
.���
 �� R �	�� ���

���!��! ��.�����
*4 ���� [0, 1] 	
 ��� ��������.�	� �� (0, 1)�
�4 ���� [0, 1] 	
 ��� ��������.�	� �� [0, 1)�
54 ���� [0, 1] 	
 ��� ��������.�	� �� (0, 1]�

���
 ��� ���

���� R 	
 ��� ���.����
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������� &

������ ������

��� ���������

)�� f : X 8 X −→ R� �� 
�� f 	
 � ���%�� �� X ���� ���
����	�� ��� 
��	
;�!�

*4 f(x, y) ≥ 0 ∀ x, y ∈ X�

�4 f(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y�

54 f(x, y) = f(y, x) ∀ x, y ∈ X�

+4 f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z) ∀ x, y, z ∈ X�

��	 ���������

)�� X �� � 
�� �	�� � ����	� f � )�� x ∈ X� �� !�;�� �
/�"" ����� x �� ��!	�
 a� B(x, a) = {y ∈ X; f(x, y) < a}�
����� a ∈ (0,∞) ⊂ R�
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��
 ��� ���

)�� X �� � 
�� �	�� � ����	� d�
)�� B = {B(x, a); x ∈ X, a > 0}� ���� B 	
 � ��
	
 ��� �
��.���� T �� X�

��� ���������

)�� X �� � 
�� �	�� � ����	� d�
)�� B = {B(x, a); x ∈ X, a > 0}� 6��� B 	
 � ��
	
 ��� �
��.���� �� X ���! ��� ���%�� ��!�"��# �� R� ���� X
	
 �?�	..�! �	�� ��	
 ��.����� �� 
�� X 	
 ����%�� �!����

��� ������

)�� X �� � 
���

G�;�� d : X 8 X −→ R� d(x, y) =

{
0 ��� x = y

1 ��� x �= y

���	
� d 	
 � ����	� �� X�

1�����
*4 d(x, y) ≥ 0 ∀ x, y ∈ X

�4 d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

54 d(x, y) = d(y, x) ∀ x, y ∈ X

+4 )�� x, y, z ∈ X�
d(x, z) = 0 �� d(x, z) = 1�

��
� *� d(x, z) = 0
6��� d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)�
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��
� �� d(x, z) = 1
6��� x �= z� ��..�
� d(x, z) �≤ d(x, y) + d(y, z)�
6��� d(x, y) + d(y, z) = 0� �� d(x, y) = 0� ��! d(y, z) = 0�
�� x = y� ��! y = z� �� x = z� ��� x �= z�
�� d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)� �� d 	
 	�!��! � ����	� �� X�

�� ��� ���

)�� d : R 8 R −→ R = |y − x|� ���� R 	
 � ����	� 
.����
�	�� ����	� d�

��� ��� ���

)�� T �� ��� 
���!��! ��.���� �� R� )�� T ′ �� ��� ��.����
	�!���! �� R �� ��� ����	� d 	� "�#� ���� T = T ′�

��� ������

)�� < ��-� ����	� d�

���	
� < 	
 61�

������ )�� x ∈ X� �� ���� �� 
��� {x} 	
 ��
�!� �� �	

��� X − {x} 	
 �.��� )�� y ∈ X − {x}� �	��� y �= x� ��
��-� d(x, y) = t > 0� B(y, t

2
) 	
 �.��� (� ���! �� �	�� 	� ��

��! B(y, t
2
)
⋂{x} = φ� 6��� �� ���! ��-� � ��	��������!

�� y �����	��! 	� Y − {x}� �� y ���! �� �� 	����	�� .�	��
�� X − {x}� ,�! X − {x} ���! �� �.��� ,�! {x} ���!
�� ��
�!�

�

�� B(y, t
2
)
⋂{x} = φ
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����� �� �

�� ��..�
� ���� 6��� x ∈ B(y, t
2
)�

�� d(x, y) < t
2
� ��� d(x, y) = t > t

2
�

�� �������
 ���-�� �� ��� !����

��� ������

)�� X ��-� ����	� d�

���	
� X 	
 T4�

������ )�� A� B �� !	
9�	�� ��
�! 
��
��
 �� X� X − B 	

�.��� �	��� A ⊂ X − B� ��� ���� a ∈ A ∃ εa > 0 
��� ����
B(a, εa) ⊂ X − B� �	��� X − A 	
 �.�� ��! B ⊂ X − A�
��� ���� b ∈ B ∃ εb > 0 
��� ���� B(b, εb) ⊂ X − A� )��
U =

⋃
a∈A B(a, εa

2
) ��! �� V =

⋃
b∈B B(b, εb

2
)� U ��! V ���

�.��� 
	��� ���� B(a, ε) 	
 �.���

(� ���! �� �	�� 	� A ⊂ U � B ⊂ V � ��! U
⋂

V = φ� 6���
�� ���! �� !����

�

� �� A ⊂ U

����� �� �

� �� )�� t ∈ A�
6��� t ∈ B(t, εt

2
) ⊂ ⋃

a∈A B(a, εa

2
) = U � �� t ∈ U �

�

� �� B ⊂ V

����� �� �

� �� �	�	�� �� )���� *�

�

� �� U
⋂

V = φ�
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����� �� �

� �� ��..�
� ���� 6��� ∃ x ∈ U
⋂

V � ��
x ∈ (

⋃
a∈A B(a, εa

2
))

⋂
(
⋃

b∈B B(b, εb

2
))� �� ��� 
��� ;8�!

a ∈ A ��! b ∈ B� x ∈ B(a, εa

2
)
⋂

B(b, εb

2
) �

d(a, b) ≤ d(a, x) + d(x, b)�
��� d(a, x) < εa

2
��! d(x, b) < εb

2
�

�� d(a, b) < εa

2
+ εb

2
= (εa+εb)

2
�

��
� *� εa ≤ εb

6��� d(a, b) < (εb+εb)
2

= εb� �� a ∈ B(b, εb)�
��� B(b, εb) ⊂ X − A� ������!	��	���

��
� �� εb > εa

6��� d(a, b) < (εa+εa)
2

= εa� �� b ∈ B(a, εa)�
��� B(a, εa) ⊂ X − B� ������!	��	���

�� U
⋂

V = φ

,
 !	
��

�! ���-�� �� ��� )����
 �� ��� !����

���� ��� ���

)�� X �� � ����	� 
.��� �	�� ����	� d� )�� A ⊂ X� �?�	. A
�	�� ��� 
��
.��� ��.����� ���� A 	
 �
� � ����	� 
.����
�	�� ����	� ��� ��
��	��	�� �� d �� A�

���� ������

)�� X �� � ����	� 
.��� �	�� ����	� g ��! Y � ����	� 
.���
�	�� ����	� h�
)�� f : X −→ Y �

���	
� f 	
 ����	����
 ⇐⇒ ��� ��� x ∈ X ��! ε > 0∃ δ > 0

��� ���� g(x, a) < δ =⇒ h(f(x), f(a)) < ε ∀ a ∈ X�
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������ =⇒ ��..�
� f 	
 ����	����
� )�� ε > 0 ��! x ∈ X�
B(f(x), ε) 	
 �.�� 	� Y � �	��� f 	
 ����	����
� f−1(B(f(x), ε)
	
 �.�� 	� X� ��� x ∈ f−1(B(f(x), ε)� �� ����� 	
 � ��
	

������ B(x, δ) 
��� ���� x ∈ B(x, δ) ⊂ f−1(B(f(x), ε)�

��..�
� a ∈ X ��! g(x, a) < δ� 6��� a ∈ B(x, δ) ⊂
f−1(B(f(x), ε)� �� f(a) ∈ B(f(x), ε)� �� h(f(x), f(a)) < ε�

⇐= ��..�
� ��� ��� x ∈ X ��! ε > 0 ∃ δ > 0 
��� ����
g(x, a) < δ =⇒ h(f(x), f(a)) < ε ∀ a ∈ X� �� ���� ��

��� f 	
 ����	����
� )�� Uopen ⊂ Y � �� ���� �� 
���
f−1(U)open ⊂ X� )�� x ∈ f−1(U)� (� ���! �� �	�� 	� x ����
�� 	����	�� .�	�� �� f−1(U)� 6��� f−1(U) ���! �� �.��
��! f ���! �� ����	����
 ��! �� ���! �� !����

�

�� x 	
 �� 	����	�� .�	�� �� f−1(U)�

����� �� �

�� f(x) ∈ Uopen 3
	��� x ∈ f−1(U)4� �� ∃ ε >
0 
��� ���� B(f(x), ε) ⊂ U � �� ∃ δ P � 
��� ���� g(x, a) <
δ =⇒ h(f(x), f(a)) < ε ∀ a ∈ X� 6��� 	
� f(B(x, δ)) ⊂
B(f(x), ε)� �� B(x, δ) ⊂ f−1(B(f(x), ε) ⊂ f−1(U)� B(x, δ)
	
 �.�� ��! x ∈ B(x, δ)� �� x 	
 �� 	����	�� .�	�� �� f−1(U)�

�� ��� !����

���	 ������

�� ��� 
�� ���� ���� ��	��
 ����� ��� ���!
 �� ��-� !�;��!
	� ��� ���%� �� ��� �
� !�;�� ���� ���!
� ��! 
�� ����
��	��
 ����� ����� 6��� ���������	Q�
 ���� ���� .�����

��� �	-�� 	� ��	
 ���%�

*"+

����!

*/��/*� ��

��� *+0
��
	
� '5
�	9���	-�� 5�

��
�!� "0
��!���	�� �'
��;�	��� "5
��;�	�� ��.����� "+
���.���� *+#
���.������ ��
���.������ *��
���.�
	�	��� 5�
��������!� *�5
�����	��!� *�
����	����
� '0

!	
����� ��.����� +#
!	
9�	��� *�5
!���	�� �'

������� *'
��.�� 
��� *�
�?��	�� �� �����	��
� 5�
�?��	�� �� 
��
� �*

;�	��� �5
;�	�� 
����-��� *+#

;8�! .�	��� 00
=	8�! 1�	�� 1��.����� 00
�����	��� �'

E��
!���� *5'
��������.�	�� �'
��������.�	
�� �'

	!���	��� 5�
	����� 5#
	���
	��� �"
	�!	
����� ��.����� +"
	�;�	��� �+
	�9���	-�� ��
	����	�� .�	��� #"
	����
���	��� ��
	�-��
�� 55
	�-��
� 	����� 5#

O/��.����� *�*

	�	� .�	��� ##
���� 	�	� ��.����� **0

����	�� *+0
����	� 
.���� *"�
����	� ��.����� *"�

��	��������!� +#

*""



*"# 6�.���� ��! ��� )������� ��  �������	�


������ *++

����� �0
�.��� +5
�.�� ��-��	��� *+"
�.�� 	����-�� +'

.���� *�'

.��� ��������!� *�'

.�	��� +'

������� *+5
��
��	��	��� �"
�������� 0"
�������	��� 0"


�.����	��� *�5

��� *'
�	��.	�
%	 
.���� *�5

.���� +5

���!��! ��.���� �� R� +0

����-��� *+"

��
��� *�

��
.��� ��.����� **+

��9���	-�� �0

61� *55
62� *5'
63� *+5
64� *++
��.���	�� .��.����� 0*
��.���	�� 
.���� +5
��.����� +5

��	��� ��

��/!�;��! �����	��� �'

*"#

+�.��������

L*M  �,� ,��
������ ���	� ��������� �.�	����� *00'�

L�M N�)�@���������� ,�6�=����%�� G���=�%�
� ��
��

���	� ��������� E ��	��� 1��� *0�#�

L5M F���! ������ ��
��� �� 
���� ���������  �@���/
E	 �!����	��� *0#��

L+M @����! ��
%�
 ��! ,����! -�� F��	9� �������	���

������ ���
 �	����� �� �	�� ������� �.�	����� *00'�

L"M ���.��� �� ���
��� �������� �� �!�����" #����" ���


��	������ �	��� ���*�

L#M A� ,� 6���.� (�  � �	����� ���!� ���� �� �
�����

�������� ��� ��
���� �.�	����� *0'#�

L'M (�-	�� O�.��
%�� $� ����� ��� 
��	� ������ ,���/
	���  �������	�� ���	���� ���*�

L�M A� ,����� ������� )��� ,����� ������ ��!���%�
���

	� ��������� G�-�� 1��	���	��
� *00"�

L0M A���
  ��%��
� ��������� 1����	�� E�� �����

L*�M �����
 1	��
� &�����!��	�� �� 
��	� ������ J	-�� ��!
���!� *0'��

*"'



*"� 6�.���� ��! ��� )������� ��  �������	�


L**M G���	
 F�
����� ��
����� ��������� 1����	�� E��
*000�

*"�

������� ��$��������

6���% ��� ��� ���� .�����
� �� ��	
 ���� �������� .��	��/
�	���

=�� ���� 	�������	�� ����� ��� .��!���
 ��! 
��-	��
 ��
����� .��
� ������� �
 �� ��	 ���

���� ��������
�"�# $ ���% & ��'
��	����� () #�#*+

J� -	
	� ��� ���
	�� �� ���.�::��������
�����������

J� 
��! �
 �� ���	 �� 	��������
�����������

�� ��.� ��� ��-� ����! ��	
 .��!��� ���� ��9����� ��!
�
����

*"0


